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1. Einleitung

1.1. Einf

�

uhrung in die Problematik

Aufgrund der rasanten Steigerung der Leistungsf

�

ahigkeit von Rehnersystemen hat sih

die numerishe Simulation von tehnishen oder physikalishen Problemen in den letzten

Jahren zu einer wihtigen Alternative zu Experimenten entwikelt. Sie stellt aber niht nur

eine Alternative dar. Bei einigen Problemen gelang die Untersuhung von Theorien erst

durh die Modellierung auf dem Computer. Man denke etwa an Prozesse, die in keinem

Experiment durhf

�

uhrbar sind, z.B. die Kollision zweier Galaxien.

Den Rahmen dieser Arbeit bildet die numerishe Simulation von Str

�

omungen. Vorg

�

ange

in denen Str

�

omungen eine Rolle spielen, kommen in vielen Bereihen der Wissenshaft, aber

auh des t

�

aglihen Lebens vor. Die Beispiele reihen hierbei von mikroskopishen Vorg

�

angen

wie dem Flu� von Elektronen in Shaltkreisen,

�

uber die Konstruktion von Flugzeugen,

speziell deren Aerodynamik, bis hin zum Energie- und Massentransport in Sternen oder

Galaxien.

In Str

�

omungen spielen vershiedene physikalishe Vorg

�

ange eine Rolle. Durh die Di�u-

sion kommt es zu einem ungerihteten Ausgleih von Sto�konzentrationen, etwa wenn sih

zwei Gase vermishen. Ein weiteres Ph

�

anomen ist die Konvektion, die einen Sto�transport

in Str

�

omungsrihtung bewirkt. Ein mathematishes Modell welhes diese beiden Vorg

�

ange

beinhaltet, ist die Konvektions-Di�usion-Gleihung.

Bei der numerishe Behandlung des gegebenen Problems ist der untershiedlihe Ein-

u� der Di�usion und der Konvektion oft entsheidend f

�

ur den Erfolg des verwendeten

L

�

osungsverfahrens. Bei einer vernahl

�

assigbaren Konvektion stellt die Methode der �niten

Elemente in Verbindung mit der Mehrgitteriteration ein stabiles, shnell konvergierendes

Verfahren zur L

�

osung des gegebenen Problemes dar. Wird aber die Konvektion dominanter,

so vershlehtert sih die Konvergenz oder das Iterationsverfahren divergiert sogar.

Allerdings sind viele Iterationsverfahren von der Anordnung der Unbekannten im gege-

benen Gleihungssystem abh

�

angig. Ein m

�

ogliher Ausweg aus dem Dilemma k

�

onnte also

darin bestehen, eine Anordnung zu �nden, durh die das L

�

osungsverfahren shnell konver-

giert. Eine M

�

oglihkeit hierzu ist die Unbekannten so zu numerieren, da� ihre Ordnung der

Konvektionsrihtung folgt. Im Idealfall gelingt es, die Matrix des Systems auf Dreieksge-
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1. Einleitung

stalt zu bringen, wodurh das System mit einem einzigen Gau�-Seidel-Shritt gel

�

ost werden

kann. Algorithmen zur Berehnung einer solhen Anwendung sind Gegenstand dieser Arbeit.

1.2. Gliederung der Arbeit

Zun

�

ahst erfolgt in Kapitel 2 die De�nition des betrahten Modellproblems, wobei es sih

um die bereits erw

�

ahnte Konvektions-Di�usions-Gleihung handelt. Anshlie�end wird auf

die Diskretisierung des Problems mit Hilfe der Methode der �niten Elemente eingegangen.

In diesem Zusammenhang werden ebenfalls Verfeinerungstehniken f

�

ur zwei- und dreidi-

mensionale Gitter vorgestellt.

Viele der Anordnungstehniken die in dieser Arbeit vorgestellt werden, basieren auf Gra-

phenalgorithmen. In Kapitel 3 werden die n

�

otigen graphentheoretishen Begri�e eingef

�

uhrt

und das Feedbak-Vertex-Set-Problem vorgestellt. Bei diesem Problem geht es um die Be-

stimmung von Knoten eines Graphen, deren Entfernen s

�

amtlihe Zykel in diesem Graphen

au

�

ost. Algorithmen zur Berehnung einer solhen Knotenmenge werden ebenfalls behan-

delt.

Kapitel 4 ist shlie�lih den eigentlihen Anordnungsalgorithmen gewidmet. Hierbei wer-

den vershiedene Strategien verfolgt, z.B. Bandbreitenminimierung oder die beshriebene

Umordnung auf Dreieksgestalt. Au�erdem wird eine Methode vorgestellt, wie sih Proble-

me aus dem R

3

auf mehrere zweidimensionale Probleme reduzieren lassen.

Zur L

�

osung der aus der Diskretisierung entstehenden Gleihungssysteme werden in dieser

Arbeit Iterationsverfahren auf Basis der konjugierten Gradienten verwendet. Die Vorstellung

dieser Verfahren erfolgt in Kapitel 5. Auh auf die bereits erw

�

ahnte Gau�-Seidel-Iteration

wird eingegangen. Diese dient der Beshleunigung der L

�

osungsverfahren.

In Kapitel 6 erfolgt abshlie�end ein Test der vershiedenen Anordnungen bzw. Iterati-

onsverfahren. Hierbei werden sowohl Parameter des mathematishen Modells als auh der

Diskretisierung ver

�

andert, um deren Einu� auf die L

�

osungsverfahren zu untersuhen.

Danksagung

Ih danke Prof. Dr. Wolfgang Hakbush f

�

ur die Bereitstellung des Themas und der teh-

nishen Mittel zur Fertigstellung dieser Arbeit. Ein besonderer Dank gilt meinen Betreuern

Dr. Sabine Le Borne und Dr. Thomas Probst f

�

ur ihre zahlreihen Hinweise, Anregungen und

(meist) konstruktive Kritik. Ebenfalls danken m

�

ohte ih allen anderenMitgliedern des Lehr-

stuhls f

�

ur deren Hilfe bei kleineren Problemen und f

�

ur viele erbaulihe Diskussionen. Hier

seien besonders Jens Burmeister, Ste�en B

�

orm, Lars Grasedyk und Kai Helms genannt.

Niht zuletzt gilt ein gro�er Dank meinen Eltern Doris und Hans-Joahim Kriemann, ohne

deren Unterst

�

utzung mein Studium und somit diese Arbeit niht m

�

oglih gewesen w

�

are.
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2. Die Konvektions-Di�usions-Gleihung

Das Modellproblem in dieser Arbeit ist die Konvektions-Di�usions-Gleihung bzw. ein Rand-

wertproblem, welhes diese Gleihung beinhaltet. Die Vorstellung dieses Randwertproble-

mes erfolgt in Abshnitt 2.1. Anshlie�end wird in den Abshnitten 2.2 und 2.3 auf die

Diskretisierung des Modellproblemes eingegangen, wobei die Methode der �niten Elemente

verwendet wird. Ebenfalls diskutiert werden in diesem Zusammenhang regul

�

are Verfeine-

rungstehniken. Auf einen speziellen Aspekt der Diskretisierung des Konvektionsanteils wird

in Abshnitt 2.4 eingegangen.

Bei der Implementierung der Diskretisierung ist die Repr

�

asentation des zugrundeliegen-

den Gitters ein wesentliher Aspekt. In Abshnitt 2.5 sollen deshalb vershiedene Gitterdar-

stellungen vorgestellt werden, wobei jeweils der Speiherbedarf und der Verwaltungsaufwand

betrahtet werden.

Alternativ zur Konvektions-Di�usions-Gleihung bieten sih auh die Navier-Stokes-

Gleihungen als Modellproblem an, die die Grundgleihungen der Str

�

omungsmehanik dar-

stellen. Zu deren numerishen Behandlung sei an dieser Stelle auf [Bor99℄ oder auh [GDN95℄

verwiesen.

2.1. Problemstellung

Betrahtet wird die zeitunabh

�

angige Konvektions-Di�usions-Gleihung

�"�u+ b � ru = f in 
 � R

d

(2.1)

mit der inhomogenen Dirihlet-Randbedingung

u = ' auf � = �
: (2.2)

Dabei bezeihnet 
 ein beshr

�

anktes Gebiet des R

d

, mit d = 2 oder d = 3. Das Konvekti-

onsfeld ist durh b : R

d

! R

d

de�niert und durh 0 < "� 1 wird die St

�

arke der Konvektion

festgelegt. M

�

oglihe

�

au�ere Kr

�

afte werden durh die rehte Seite f beshrieben.
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2. Die Konvektions-Di�usions-Gleihung

2.2. Variationsformulierung

F

�

ur das Randwertproblem (2.1), (2.2) wird nun eine Variationsaufgabe formuliert. Sei V

der Raum der einmal shwah di�erenzierbaren Funktionen mit Nullrandbedingung auf

dem Dirihletrand �. Multipliziert man Gleihung (2.1) mit einer Testfunktion v 2 V und

integriert anshlie�end

�

uber 
, so erh

�

alt man

�"

Z




vr � ru dx+

Z




(b � ru)v dx =

Z




fv dx:

Mit Hilfe der Greenshen Formel und unter Beahtung der Tatsahe, da� v auf � vershwin-

det, l

�

a�t sih diese Gleihung in

"

Z




rv � ru dx+

Z




(b � ru)v dx =

Z




fv dx

umformen. Mit

a(u; v) = "

Z




rv � ru dx+

Z




(b � ru)v dx (2.3)

und

f(v) =

Z




fv dx

lautet die zu l

�

osende Aufgabe shlie�lih:

Finde u 2 V so, da� a(u;w) = f(w) f

�

ur alle w 2 V gilt: (2.4)

Die L

�

osung u 2 V von (2.4) hei�t auh shwahe L

�

osung des Problems (2.1), (2.2). Zur

Existenz und Eindeutigkeit einer L

�

osung von (2.4) sei auf [Bra97℄ verwiesen.

2.3. Finite-Element-Diskretisierung

Die Berehnung einer L

�

osung von Aufgabe (2.4) sheitert i.d.R. daran, da� der Raum V

eine unendlihe Dimension besitzt. Aus diesem Grund ersetzt man V durh einen endlih-

dimensionalen Raum V

h

� V und gelangt somit zur neuen Aufgabe

Finde u

h

2 V

h

so, da� a(u

h

; w) = f(w) f

�

ur alle w 2 V

h

gilt: (2.5)

Sei f'

1

; : : : ; '

n

g eine Basis von V

h

. Mit dem Ansatz

u

h

=

n

X

i=1

x

i

'

i

(2.6)

l

�

a�t sih (2.5) zu einem linearen Gleihungssystem Ax = b f

�

ur x = (x

1

; : : : ; x

n

)

T

umformu-

lieren. Dabei sind die Systemmatrix A und die rehte Seite b wie folgt de�niert:

A = (a

ij

)

n

i;j=1

mit a

ij

= a('

j

; '

i

); (2.7)

b = (b

i

)

n

i=1

mit b

i

= f('

i

): (2.8)
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2.3. Finite-Element-Diskretisierung

Teilt man die Bilinearform a(�; �) in einen Di�usionsteil

a

d

(u; v) = "

Z




rv � ru dx

und einen Konvektionsteil

a



(u; v) =

Z




(b � ru)v dx (2.9)

auf, so ergibt sih f

�

ur A eine analoge Zerlegung

A = A

D

+A

C

; (2.10)

wobei A

D

und A

C

dem Di�usions- bzw. Konvektionsanteil entsprehen.

Die Konstruktion von V

h

erfolgt

�

uber eine Zerlegung von 
 � R

d

in abgeshlossene

Dreieke (d = 2) bzw. Tetraeder (d = 3). Dabei wird davon ausgegangen, da� eine solhe

Zerlegung oder Triangulation existiert. Betrahtet werden weiterhin nur zul

�

assige Triangu-

lationen.

De�nition 2.3.1 Sei T = ft

1

; : : : ; t

M

g eine Triangulation von 
. T hei�t zul

�

assig, falls

i) 
 =

S

M

i=1

t

i

,

ii) f

�

ur i 6= j ist t

i

\ t

j

entweder leer, ein gemeinsamer Ekpunkt oder eine gemeinsame

Kante (oder ein gemeinsames Dreiek im R

3

).

Bezeihnet man mit h(t) die L

�

ange der l

�

angsten Kante von t 2 T , so l

�

a�t sih durh die Gr

�

o�e

h(T ) = max

t2T

h(t) der Triangulation T ein Diskretisierungsparameter h = h(T ) zuweisen,

der die \Feinheit" der Zerlegung beshreibt. Anstelle von T wird auh T

h

geshrieben, falls

h(t) � 2h f

�

ur alle t 2 T .

Liegt eine Familie von Triangulationen fT

h

g vor, so sind h

�

au�g weitere Eigenshaften

w

�

unshenswert. Sei hierzu �(t) der Durhmesser der gr

�

o�ten, in t enthaltenen Kugel. Die

Familie fT

h

g hei�t quasi-uniform, falls es eine Konstante � > 0 gibt, so da�

� �

�(t)

h(t)

f

�

ur alle t 2 T

h

:

Ersetzt man in dieser Absh

�

atzung h(t) durh h, so gelangt man zu einer weiteren Eigen-

shaft: fT

h

g hei�t uniform, falls es eine Konstante  > 0 gibt, so da�

 �

�(t)

h

f

�

ur alle t 2 T

h

:

In der Praxis werden Triangulationen h

�

au�g konstruiert indem man eine grobe Zerle-

gung von 
 spezi�ziert und diese anshlie�end verfeinert. Im zweidimensionalen Fall kann

9



2. Die Konvektions-Di�usions-Gleihung

eine solhe Verfeinerung eines Elementes t 2 T z.B. durh das Verbinden der Kantenmittel-

punkte erfolgen, wie es in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Die so entstehenden Dreieke, auh

S

�

ohne genannt, sind kongruent zum urspr

�

unglihen Dreiek, dem Vaterelement. Somit ist

die Anzahl von Kongruenzklassen der Elemente einer Triangulation durh die Anfangstri-

angulation bestimmt und insbesondere beshr

�

ankt. Solhe Verfeinerungen werden auh als

regul

�

are Verfeinerungen bezeihnet.

Abbildung 2.1: Regul

�

are Verfeinerung eines Dreieks

Die Konstruktion einer regul

�

aren Verfeinerung im dreidimensionalen Fall ist shwieriger,

da eine Zerlegung eines Tetraeders in 8 kongruente Tetraeder i.allg. niht m

�

oglih ist. In

[Bey95℄ ist ein Verfahren beshrieben, in welhem die Tetraeder in eine endlihe Anzahl

von Kongruenzklassen zerfallen. Hierbei werden zun

�

ahst, wie im zweidimensionalen Fall,

die Kantenmittelpunkte jedes Dreieks miteinander verbunden. An den Ekpunkten des

Tetraeders bilden sih so 4 neue Tetraeder, die

�

ahnlih zum Ausgangstetraeder sind. Im

Zentrum des Tetraeders bleibt anshlie�end ein Oktaeder

�

ubrig. In Abbildung 2.3 ist diese

Situation dargestellt.

Innere Parallelogramme

Innere DiagonalenKantenhalbierung

Abbildung 2.2: Regul

�

are Verfeinerung eines Tetraeders

Im Inneren dieses Oktaeders kreuzen sih drei Parallelogramme. Wird der Oktaeder ent-

lang zwei dieser Parallelogramme aufgeshnitten, so entstehen weitere 4 Tetraeder, welhe

aber niht mehr

�

ahnlih zum Ausgangstetraeder sind. Allerdings besitzen alle aht Teilte-

traeder das gleihe Volumen.

10



2.4. Diskretisierung des Konvektionsanteils

Das Problem bei der Verfeinerung besteht darin, die rihtige Wahl f

�

ur die beiden Paral-

lelogramme zu tre�en, da bei einer ungeshikten Auswahl die Anzahl der Kongruenzklassen

der Tetraeder beliebig gro� werden kann. Der Algorithmus in [Bey95℄ l

�

ost dieses Problem

durh eine feste Numerierung der Ekpunkte der Teiltetraeder. Eine andere Strategie basiert

auf den L

�

angen der inneren Diagonalen des Oktaeders. Hierzu beobahtet man zun

�

ahst,

da� jede Wahl zweier Parallelogramme einer inneren Diagonale des Oktaeders entspriht

(siehe auh Abbildung 2.3). W

�

ahlt man in jedem Verfeinerungsshritt jeweils die Parallelo-

gramme aus, die der k

�

urzesten Diagonale entsprehen, so gelangt man zu einem Verfahren,

welhes unter geeigneten Voraussetzungen

�

aquivalent zu der Numerierungsstrategie ist.

Der Raum V

h

aus (2.5) wird im folgenden als der Raum der stetigen, st

�

ukweise linearen

Funktionen

�

uber der Triangulierung T mit der Nebenbedingung

'

i

(v

j

) = Æ

ij

(2.11)

gew

�

ahlt, wobei v

j

ein Ekpunkt eines Elementes von T , ein sog. Knoten ist. Durh den

st

�

ukweise linearen Ansatz sind die Funktionen in V

h

durh die Werte an den Knoten be-

stimmt. Aufgrund dieser Eigenshaft identi�ziert man auh h

�

au�g die KoeÆzienten x

i

aus

(2.6) mit den entsprehenden Knoten v

i

. Die Nebenbedinung (2.11) sorgt f

�

ur einen klei-

nen Tr

�

ager der Basisfunktionen. Dies f

�

uhrt dazu, da� die Systemmatrix A shwahbesetzt

ist, d.h. nur O(n) Eintr

�

age ungleih Null enth

�

alt. Weiterhin erlaubt (2.11) die eindeutige

Zuordnung einer Basisfunktion '

i

zu einem Knoten v

i

.

2.4. Diskretisierung des Konvektionsanteils

Die im letzten Abshnitt beshriebene Finite-Element-Diskretisierung ist im Falle dominan-

ter Konvektion (" � 1) instabil, was sih durh heftige Oszillationen der diskreten L

�

osung

bemerkbar maht. Die Shwierigkeiten ergeben sih bei der Diskretisierung des Konvektions-

terms b�ru. Die dabei verwendete Approximation kann interpretiert werden als Ann

�

aherung

durh zentrale Di�erenzen.

Eine M

�

oglihkeit zur Stabilisierung der Methode bietet die sog. Upwind-Strategie, in

welher die Konvektionsrihtung in die Approximation des Konvektionsterms miteinbezogen

wird. Anshaulih geht man dabei zu einseitigen Di�erenzen

�

uber. Hierzu betrahtet man in

einem Knoten v

i

die negative Konvektionsrihtung �b(v

i

). Diese shneidet ein angrenzendes

Element, das Upwind-Dreiek im R

2

bzw. Upwind-Tetraeder im R

3

. In Abbildung 2.4 ist

die Situation in einem Beispiel dargestellt, dessen Notation im folgenden genutzt wird.

Die Approximation von b � ru in v

i

lautet

b(v

i

) � ru(v

i

) �

u(v

i

)� u(y)

kv

i

� yk

2

kb(v

i

)k

2

:
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2. Die Konvektions-Di�usions-Gleihung

-b

b v

v

vm

k

i

y

Abbildung 2.3: Upwind-Dreiek

Sei '

i

die zu v

i

geh

�

orige, st

�

ukweise lineare Basisfunktion aus Abshnitt 2.3 und bezeihne

S

i

deren Tr

�

ager. Der Konvektionsanteil a



(�; �) l

�

a�t sih wie folgt ann

�

ahern:

a



(u; '

v

) �

S

i

3

u(v

i

)� u(y)

kv

i

� yk

2

kb(v

i

)k

2

Damit ergeben sih nur f

�

ur die drei Knoten des Upwind-Dreieks Niht-Null-Eintr

�

age in der

Matrix A

C

:

a



('

j

; '

i

) �

8

<

:

S

i

3kv

i

�yk

kv(v

i

)k

2

; i = j

�

S

i

3kv

i

�yk

'

j

(y)kv(v

i

)k

2

; j = k oder j = m

0 ; sonst

Mit zus

�

atzlihen Bedingungen an das zugrundeliegende Gitter folgt eineM-Matrix-Eigenshaft

der Systemmatrix A.

F

�

ur eine vertiefende Behandlung der Upwind-Strategie, sowie zu Alternativen sei auf

[Bor99℄ verwiesen.

2.5. Repr

�

asentation der Gitter

Bei der Implementierung der Methode der �niten Elemente liegt ein wesentliher Punkt in

der Darstellung der Gitter bzw. der Triangulationen. Hier gibt es vershiedene M

�

oglihkei-

ten, die auf untershiedlihe Aspekte hin optimiert wurden, z.B. Speiherbedarf und Ver-

waltungsaufwand. In diesem Abshnitt sollen einige dieser Repr

�

asentationen kurz diskutiert

werden.

Ausgehend von dem Prinzip der �niten Elemente bietet sih eine elementorientierte

Speiherung eines Gitters an. Dabei wird jedes Element der Triangulation durh ein einzelnes

Objekt repr

�

asentiert. Die Speiherung der Geometrieinformationen eines Elements erfolgt

ebenfalls durh das Anlegen eines Objektes f

�

ur jeden Knoten. Eine Gitterdarstellung, die

12



2.5. Repr

�

asentation der Gitter

vergleihsweise wenig Speiher ben

�

otigt und mit den beshriebenen Strukturen auskommt,

w

�

are etwa

� Element ! Knoten, Nahbarn, S

�

ohne, Vater

� Knoten ! Koordinaten.

Hierbei wurde shon den Anforderungen an Verfeinerungstehniken Rehnung getragen,

indem sowohl eine horizontale Kommunikation zwishen Nahbarelementen in einem Gitter,

als auh eine vertikale Kommunikation zwishen einem Element und seinen S

�

ohnen bzw.

seinem Vater realisiert ist.

Die horizonale Kommunikation ist z.B. hilfreih, wenn es um den Abgleih von gemein-

sam gespeiherten Objekten geht. Wurde etwa von einem Element w

�

ahrend der regul

�

aren

Verfeinerung aus Abshnitt 2.3 ein Knoten an einem Kantenmittelpunkt angelegt, so kann

ein Nahbarelement Zugri� auf diesen Knoten

�

uber eine Anfrage an das erste Element erlan-

gen. Ein weiteres Beispiel f

�

ur horizontale Kommunikation �ndet sih in adaptiven Verfeine-

rungen (siehe z.B. [Bey98℄). Um eine zul

�

assige Triangulation zu erreihen, erfolgt dort eine

Anpassung der Verfeinerungsstrategie eines Elementes in Abh

�

angigkeit von seinen Nah-

barelementen. Ebenfalls in adaptiven Verfeinerungen ergibt sih eine Anwendung f

�

ur die

vertikale Kommunikation, falls etwa bereits angelegte S

�

ohne eines Elementes wieder ent-

fernt werden m

�

ussen, um das Gitter zu vergr

�

obern.

Eine Erweiterung der beshriebenen Gitterdarstellung gelingt durh die Repr

�

asentation

von Kanten. Ein Vorteil bei der Verwendung von Kanten ist die Kommunikation von einem

Knoten zu seinen Nahbarknoten. Au�erdem kann die Verwaltung von Kantenmittelpunkten

oder auh der Ekknoten eines Elementes auf die Kanten

�

ubertragen werden. Haben dann

zwei benahbarte Elemente Zugri� auf das gleihe Kantenobjekt, so steht beiden Elementen

ohne entsprehende Kommunikation auh der Kantenmittelpunkt zur Verf

�

ugung.

Auf diesen Grundobjekten basierende Gitterdarstellungen sind sehr verbreitet, da sie

einen guten Kompromi� zwishen Speiherbedarf und Verwaltungsaufwand darstellen. Als

Beispiel seien etwa die Programmpakete UG (siehe [Bas96℄) oder AGM3D (siehe [Bey98℄)

genannt. Bei UG wird dabei die folgende Gitterrepr

�

asentation verwendet:

� Element ! Knoten, Nahbarn, S

�

ohne, Vater

� Kante ! Knoten (2)

� Knoten ! Koordinaten, Kanten (<1)

Eine Kante dient hierbei lediglih der Kommunikation zwishen den beiden Endknoten.

Weiterhin hat ein Element keinen direkten Zugri� auf die Kantenobjekte. Im AGM3D-

Paket wird dagegen die Verwaltung der Kantenmittelpunkte in den Kanten selbst vorge-

nommen und die Elemente k

�

onnen

�

uber die Kanten darauf zugreifen. Die Gitterdarstellung

bei AGM3D lautet:

13



2. Die Konvektions-Di�usions-Gleihung

� Element ! Knoten, Kanten, S

�

ohne, Nahbarn

� Kante ! Knoten, Mittelpunkt

� Knoten ! Koordinaten, Kanten (<1)

In allen bisher beshriebenen Darstellungsarten hatten die Elemente direkt Zugri� auf

ihre Geometrieinformationen, da die Knoten in den Elementen gespeihert wurden. Auh

wurden Verweise zu Nahbarelementen in den Elementen selbst verwaltet. Ein alternativer,

hierarhisher Ansatz verwendet eine eindimensionale Abstufung. Die dabei repr

�

asentier-

ten Strukturen sind Elemente, Fl

�

ahen, Kanten und Knoten, wobei im zweidimensionalen

Fall die Fl

�

ahen entfallen. Jede Struktur verwaltet dabei solhe Objekte, die jeweils eine

Dimension kleiner sind. Die einzige Ausnahme bilden Verweise auf Nahbarelemente. Die

Kommunikation wird hierbei

�

uber die Strukturen ausgef

�

uhrt, die zwei Elemente trennen,

d.h. Kanten im R

2

und Fl

�

ahen im R

3

. Die Gitterdarstellung im R

3

lautet:

� Element ! Fl

�

ahe, S

�

ohne, Vater

� Fl

�

ahe ! Kanten, Nahbarelemente (2), S

�

ohne

� Kante ! Knoten (2), Mittelpunkt, S

�

ohne

� Knoten ! Koordinaten

Im zweidimensionalen Fall ist die Darstellung dagegen wie folgt de�niert:

� Element ! Kanten, S

�

ohne, Vater

� Kante ! Knoten (2), Mittelpunkt, Nahbarelemente (2), S

�

ohne

� Knoten ! Koordinaten

Die Sohn-Felder bei Fl

�

ahen und Kanten dienen der Speiherung von Fl

�

ahen- bzw. Kanten-

Objekten, die bei der Verfeinerung angelegt wurden, etwa den beiden Teilkanten bei der

regul

�

aren Verfeinerung aus Abshnitt 2.3.

Die eindimensionale Abstufung bietet bei der Verwaltung einer Verfeinerung den Vorteil,

da� neu angelegte Objekte allen Strukturen zur Verf

�

ugung stehen, ohne das eine Kommu-

nikation statt�nden mu�. Ein Beispiel soll dies verdeutlihen: Zwei Nahbarelemente t

1

und

t

2

besitzen Zugri� auf die gleihe Fl

�

ahe. Wird diese von Element t

1

bei der Verfeinerung

in entsprehende Teil

�

ahen zerlegt, so stehen auh Element t

2

diese Teil

�

ahen bei der

Konstruktion seiner S

�

ohne zur Verf

�

ugung, ohne da� t

2

hierzu eine Kommunikation mit t

1

durhf

�

uhren mu�.

Ein wesentliher Nahteil dieser Art der Gitterdarstellung ist allerdings der vergleihs-

weise gro�e Speiherbedarf, speziell im dreidimensionalen Fall. Ein Grund hierf

�

ur liegt darin,

da� die Gesamtzahl der zu speihernden Fl

�

ahen wesentlih gr

�

o�er ist als die Anzahl der Ele-

mente. Demgegen

�

uber k

�

onnen Informationen die einzelne Fl

�

ahen betre�en direkt in diesen

abgelegt werden. Ein Beispiel hierf

�

ur ist der in Abshnitt 4.3.3 vorgestellte Algorithmus zur

Konstruktion von Ober

�

ahen, die

�

uber Dreieks

�

ahen in einem Tetraedergitter aufgebaut

werden.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Die Grundlage der meisten in dieser Arbeit genutzten Algorithmen und Tehniken bilden

Graphenalgorithmen. In diesem Kapitel werden deshalb die graphentheoretishen Begri�e

de�niert, die zur Formulierung dieser Verfahren n

�

otig sind. Zun

�

ahst erfolgt in Abshnitt

3.1 eine Vorstellung der verwendeten Graphen.

In Abshnitt 3.2 geht es anshlie�end um ein Problem aus der Graphentheorie, das sog.

Feedbak-Vertex-Set-Problem, auf dessen L

�

osung viele der Anordnungstehniken in Kapitel 4

aufbauen. Um diese L

�

osungen auh praktish nutzen zu k

�

onnen, werden in den Abshnitten

3.2.1 und 3.2.2 vershiedene Algorithmen f

�

ur deren Berehnung vorgestellt.

3.1. Graphen und Digraphen

De�nition 3.1.1 (Graph) Es sei V eine Menge und E � V � V eine symmetrishe Rela-

tion

�

uber V . Man bezeihnet das Paar G = (V;E) als (ungerihteten) Graphen.

Die Menge V hei�t Knotenmenge und die Elemente aus V Knoten des Graphen G. E

hei�t Kantenmenge und die Elemente aus E Kanten.

Aufgrund der Symmetrie von E wird niht zwishen dem Paar (u; v) 2 E bzw. (v; u) 2 E

untershieden, d.h. diese Kanten werden als gleih betrahtet.

Sind u; v 2 V (G) und e 2 E(G) mit e = (u; v), so hei�en u und v Endknoten der Kante

e; man sagt auh, die Kante e inzidiert mit den Knoten u und v oder u und v sind durh

die Kante e verbunden. Im Falle u = v hei�t e Shlinge oder Loop. Vershiedene Kno-

ten, die durh eine Kante verbunden sind, hei�en benahbart oder adjazent. Inzidieren zwei

vershiedene Kanten mit einem gemeinsamen Knoten, so nennt man die Kanten inzident.

Man beahte, da� aufgrund der De�nition eines Graphen zwei Knoten h

�

ohstens durh

eine Kante verbunden sein k

�

onnen. Somit sind Mehrfahkanten, d.h. vershiedene Kanten

mit gleihen Endknoten, ausgeshlossen.

Neben den ungerihteten Graphen spielen in der Graphentheorie die gerihteten Graphen

eine gro�e Rolle.

De�nition 3.1.2 (Digraph) Es seien V eine Menge und E � V � V eine Relation

�

uber

V . Das Paar G = (V;E) wird als Digraph oder als gerihteter Graph G bezeihnet.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Die Elemente aus E = E(G) werden auh als gerihtete bzw. orientierte Kanten be-

zeihnet. Sind u; v 2 V und ist e = (u; v) 2 E, so hei�t u Anfangsknoten und v Endknoten

der Kante e. Die Kante e wird auh als ausgehende Kante von u bzw. als eingehende Kante

von v bezeihnet. Desweiteren hei�t u Vorg

�

anger von v und v Nahfolger von u.

Bemerkung 3.1.3 In dieser Arbeit werden nur Graphen benutzt, deren Knoten- und Kan-

tenmenge endlih ist. Man spriht in diesem Fall auh von einem endlihen Graphen.

De�nition 3.1.4 (Knotengrad) Ist G = (V;E) ein Graph und v ein Knoten, so wird mit

d(v;G) = d(v)

die Anzahl der inzidierenden Kanten bezeihnet, wobei Shlingen doppelt gez

�

ahlt werden.

Man nennt d(v) auh Grad des Knoten v.

Ist G ein Digraph, so bezeihnen

d

a

(v;G) = d

a

(v) bzw: d

e

(v;G) = d

e

(v)

die Anzahl der ausgehenden bzw. eingehenden Kanten von v. Dabei hei�t d

a

(v) Ausgangs-

grad und d

e

(v) Eingangsgrad von v.

De�nition 3.1.5 (Graphenhomomorphismus) Es seien G = (V;E) ein G

0

= (V

0

; E

0

)

zwei Graphen und f : V ! V

0

sowie F : E ! E

0

Abbildungen. Das Paar (f; F ) hei�t

Graphenhomomorphismus, wenn f

�

ur alle e 2 E gilt:

e = (u; v)) F (e) = (f(u); f(v)):

Sind die Abbildungen f und F bijektiv, so hei�t (f; F ) Graphenisomorphismus und die

Graphen G und G

0

zueinander isomorph.

De�nition 3.1.6 (Teilgraph) Ein Graph G

0

= (V

0

; E

0

) hei�t Teilgraph eines Graphen

G = (V;E), in Zeihen G

0

� G, falls V

0

� V , E

0

� E \ (V

0

� V

0

).

Sei V

0

� V . Der Teilgraph von G, der aus V

0

und allen Kanten von G besteht, die

nur mit Knoten aus V

0

inzidieren, hei�t der von V

0

induzierte Teilgraph G(V

0

) von G. F

�

ur

V

00

� V sei die Reduktion G� V

00

von G um V

00

de�niert durh G� V

00

= G(V � V

00

).

Sei E

0

� E. Der Teilgraph von G, der aus E

0

und allen Knoten aus G besteht, die

mit Kanten aus E

0

inzidieren, hei�t der von E

0

erzeugte Teilgraph von G, in Zeihen G(E

0

).

Analog zur Reduktion um eine Knotenmenge sei die Reduktion um eine Kantenmenge E

00

�

E de�niert als G�E

00

= G(E �E

00

).

Bemerkung 3.1.7 Die Begri�e und Operationen aus den De�nitionen 3.1.5 und 3.1.6 las-

sen sih analog f

�

ur Digraphen de�nieren.
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3.1. Graphen und Digraphen

Ein f

�

ur die Komplexit

�

atsbetrahtung sp

�

aterer Algorithmen wihtiger Begri� ist Gegen-

stand der folgenden De�nition.

De�nition 3.1.8 Sei G = (V;E) ein (Di-) Graph. Dann bezeihnet jGj = jV j + jEj die

Gr

�

o�e des Graphen G.

Bemerkung 3.1.9 In den folgenden Kapiteln wird auf die Untersheidung zwishen Graph

und Digraph verzihtet, sofern diese aus dem Kontext hervorgeht oder niht wesentlih f

�

ur

das jeweilige Thema ist.

3.1.1. Planare Graphen

In diesem Abshnitt soll eine Klassen von Graphen vorgestellt werden, deren Eigenshaften

wesentlih f

�

ur die Anwendbarkeit sp

�

aterer Algorithmen sind.

De�nition 3.1.10 Sei k : [0; 1℄ ! R

2

eine stetige Abbildung und kj

(0;1)

injektiv. Falls

k(0) 6= k(1) hei�t k Jordanbogen. Im Falle von k(0) = k(1) spriht man von einer Jordan-

kurve.

De�nition 3.1.11 (Ebener Graph) Ein Graph G = (V;E) hei�t ebener Graph, falls fol-

gende Bedingungen erf

�

ullt sind:

i) V � R

2

,

ii) Jeder Kante e

i

2 E l

�

a�t sih entweder eine Jordankurve oder ein Jordanbogen k

i

zuordnen, mit: (k

i

(0); k

i

(1)) = e und k

i

(t) 62 V f

�

ur 0 < t < 1.

iii) F

�

ur je zwei vershiedene Kanten e

i

; e

j

2 E und f

�

ur alle s; t 2 (0; 1) gilt: k

i

(t) 6= k

j

(s).

De�nition 3.1.12 (Planarer Graph) Sei G ein Graph. Existiert ein ebener Graph G

0

derart, da� G und G

0

isomorph sind, so bezeihnet man G als planaren Graphen.

Ein planarer Graph kann also in der Ebene (dem R

2

) auf eine Art und Weise neu gezeihnet

werden, so da� sih jedes Paar von Kanten h

�

ohstens an den Endknoten tri�t.

3.1.2. Graph einer Matrix

Der Graph einer Matrix gibt deren Besetztheitsstruktur wieder. Dabei werden die Indizes als

Knoten des Graph betrahtet und die Eintr

�

age der Matrix als Kanten. Die genaue De�nition

lautet:
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

De�nition 3.1.13 (Matrixgraph) Sei I eine endlihe Indexmenge und A = (a

ij

)

i;j2I

2

K

I�I

. Der Matrixgraph G(A) := (V;E) ist de�niert durh

V := I und E := f(i; j) 2 I � I : i 6= j und ja

ij

j > 0g:

Besitzt A eine symmetrishe Besetztheitsstruktur, so wird G(A) als ungerihteter Graph

aufgefa�t.

An Stelle der gesamten Kantenmenge ist man h

�

au�g an einer Teilmenge interessiert, die

bestimmten Matrixeintr

�

agen entspriht, z.B. nur an \starken" Eintr

�

agen, die

�

uber ein � > 0

bestimmt werden:

E

0

:= f(i; j) 2 I � I : i 6= j und ja

ij

j > �g:

Betrahtet man z.B. den Matrixgraphen der Systemmatrix aus Abshnitt 2.3, so l

�

a�t sih

so die Kantenmenge auf die Kanten beshr

�

anken, die der Konvektionsrihtung folgen.

3.1.3. Gewihtete Graphen

Eine Erweiterung der in De�nition 3.1.1 und 3.1.2 vorgestellten Graphen stellen die gewih-

teten Graphen dar:

De�nition 3.1.14 (Gewihteter Graph) Ist G = (V;E) ein Graph und sind w

V

: V !

R

+

und w

E

: E ! R

+

Abbildungen, so bezeihnet man G

0

= (V;E;w

V

; w

E

) als gewihteten

Graph und w

V

und w

E

als Gewihtsfunktionen.

Liegt lediglih die Gewihtsfunktion

�

uber den Knoten vor, so spriht man von einem

knotengewihteten Graphen G

V

= (V;E;w

V

). Analog wird der Graph G

E

= (V;E;w

E

) als

kantengewihteter Graph bezeihnet.

Ein wihtiges Beispiel f

�

ur gewihtete Graphen ergibt sih als Erweiterung der in Ab-

shnitt 3.1.2 de�nierten Matrixgraphen:

De�nition 3.1.15 Sei I eine endlihe Indexmenge und A = (a

ij

)

i;j2I

2 K

I�I

. Der Graph

G

w

(A) = (V;E;w

V

; w

E

) mit V = V (G(A)) und E = E(G(A)) und den Gewihtsfunktionen

w

V

: V ! R

+

und w

E

: E ! R

+

de�niert durh

w

V

(v

i

) = ja

ii

j bzw. w

E

((v

i

; v

j

)) = ja

ij

j

wird als gewihteter Matrixgraph von A bezeihnet.
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3.1. Graphen und Digraphen

3.1.4. Implementierung

F

�

ur die Komplexit

�

atsbetrahtung der sp

�

ateren Algorithmen (speziell derer in Abshnitt 3.2)

ist die verwendete Implementierung eines Graphen wihtig. Besondere Beahtung gilt dabei

den elementaren Operationen wie z.B. dem Einf

�

ugen und L

�

oshen eines Knotens bzw. einer

Kante im Graphen. An dieser Stelle soll deshalb n

�

aher auf diesen Sahverhalt eingegangen

werden.

Eine m

�

oglihe Grundlage f

�

ur die Implementierung bildet die Adjazenzmatrix eines Gra-

phen.

De�nition 3.1.16 (Adjazenzmatrix) Sei G = (V;E) ein Graph mit V = fv

1

; : : : ; v

n

g.

Die Adjazenzmatrix A = A(G) 2 B

n�n

sei de�niert durh:

a

ij

=

�

1 ; (v

i

; v

j

) 2 E

0 ; sonst

Die Adjazenzmatrix stellt somit das Gegenst

�

uk zu den in Abshnitt 3.1.2 de�nierten Ma-

trixgraphen dar und gibt an, welhe Knoten des Graphen

�

uber eine Kante miteinander

verbunden sind. Ein Eintrag auf der Hauptdiagonalen entspriht hierbei einer Shlinge.

Die in den sp

�

ateren Anwendungen vorkommenden Graphen verf

�

ugen

�

uber eine Eigen-

shaft, die man sih bei der Speiherung zunutze mahen kann. Diese Eigenshaft betri�t

die Anzahl der adjazenten Kanten eines Knotens, welhe sih durh eine von der Gr

�

o�e des

Graphen unabh

�

angige Konstante absh

�

atzen l

�

a�t. Die Ursahe hierf

�

ur liegt in der Shwah-

besetztheit der Matrizen, aus denen die Graphen gebildet werden (siehe Abshnitt 2.3).

Diese Shwahbesetztheit

�

ubertr

�

agt sih auf die Adjazenzmatrix.

In der Praxis gibt es vershiedene Tehniken f

�

ur das Abspeihern shwahbesetzter Ma-

trizen, wie etwa Compressed-Row/Column-Storage, Diagonal-Storage oder Skyline-Storage,

die auf untershiedlihe Anwendungen hin optimiert wurden. Ein Problem bei diesen Dar-

stellungen ist die Modi�kation einer bestehenden Matrix und somit des Graphen, etwa durh

das Hinzuf

�

ugen oder das Entfernen eines Knoten, da hierzu i.d.R. die gesamte Matrix um-

kopiert werden mu�. Auh ist in den, in dieser Arbeit auftretenden Graphen niht immer

eine Zuweisung eines Knotennamens n 2 N m

�

oglih bzw. sinnvoll.

Aus diesen Gr

�

unden wurde auf eine Matrix-orientierte Darstellung verzihtet und statt

dessen die Kantenrelation des Graphen

�

uber Verkettungen der Knoten realisiert. Hierbei

besteht der Graph aus einer doppelt verketten Liste von Knoten. Jeder einzelne Knoten

enth

�

alt weiterhin jeweils eine Liste seiner ausgehenden und eingehenden Kanten. Jede dieser

Kanten besitzt eine Referenz

1

auf ihren Anfangs- und Endknoten. In Abbildung 3.1.4 ist

die beshriebene Struktur noh einmal graphish dargestellt.

1

Es wird an dieser Stelle von einer Programmiersprahe ausgegangen, die ein zu Zeigern oder Referenzen

auf Daten

�

aquivalentes Konzept implementiert, etwa Pasal oder C.
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v

v

v

v

1

2

3

n

Knoten

ausgehende Kanten
eingehende Kanten

Abbildung 3.1: Darstellung eines Graphen

�

uber verkettete Listen

Durh die Verwendung von Listen liegt der Aufwand f

�

ur das Hinzuf

�

ugen eines Knotens

bzw. einer Kante in O(1). Das L

�

oshen eines Knotens hat ebenfalls einen O(1)-Aufwand,

falls das entsprehende Listenelement vorliegt. Anderenfalls ist zun

�

ahst eine Suhe mit

Aufwand O(n) (bei bin

�

arer Suhe O(log n)) n

�

otig. Hierbei bezeihnet n die Anzahl der

Elemente der Liste.

Ein weiterer Vorteil der beshriebenen Graphenrepr

�

asentation ist der Zugri� auf den so-

genannten transponierten Graphen, in dem die Kantenrelation invertiert ist. Dies ist m

�

oglih,

da auh die eingehenden Kanten f

�

ur jeden Knoten abgespeihert werden.

3.1.5. Pfade, Zykel und Zusammenhang

De�nition 3.1.17 SeiG = (V;E) ein Graph, k 2 N und e

1

; : : : ; e

k

2 E. Falls e

i

= (v

i�1

; v

i

)

f

�

ur i = 1; : : : ; k, so hei�t p = (e

1

: : : ; e

k

) Kantenfolge oder Pfad von v

0

nah v

k

der L

�

ange

k. F

�

ur Pfade wird folgende Shreibweise verwendet:

p = (e

1

; : : : ; e

k

) = (v

0

; : : : ; v

k

) = (v

0

; e

1

; v

1

; : : : ; e

k

; a

k

) = v

0

v

1

: : : v

k

:

Der Knoten v

0

hei�t Anfangsknoten, der Knoten v

k

Endknoten von p. Die L

�

ange k von p

wird auh mit jpj bezeihnet. Der Pfad p hei�t geshlossen, falls v

0

= v

p

und o�en, falls

v

0

6= v

p

.

Sind in einem Pfad alle Kanten paarweise vershieden, so spriht man von einem Kanten-

zug. Sind zus

�

atzlih alle Knoten paarweise vershieden, so bezeihnet man den Kantenzug

als Weg. Ein geshlossener Kantenzug � = v

0

: : : v

k

mit k > 0, hei�t Kreis oder Zykel,

falls v

0

: : : ; v

k�1

einen Weg bilden. Enth

�

alt ein Graph keine Zykel, so nennt man ihn auh

azyklish.

De�nition 3.1.18 SeiG = (V;E) ein Graph. Zwei Knoten v; u 2 V hei�en zusammenh

�

angend,

falls ein Weg von v nah u existiert. Dies de�niert auf der Knotenmenge eine

�

Aquivalenzrela-
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

tion. Jeder von einer

�

Aquivalenzklasse induzierte Teilgraph hei�t Zusammenhangskomponen-

te oder Komponente von G. Besteht G nur aus einer einzigen Zusammenhangskomponente,

so bezeihnet man den Graphen als zusammenh

�

angend.

De�nition 3.1.19 SeiG = (V;E) ein Digraph. Analog zu De�nition 3.1.17 seien orientierte

Kantenfolgen

p = (v

0

; e

1

; v

1

; : : : ; e

k

; v

k

) = (v

0

; : : : ; v

k

) = v

0

: : : v

k

von v

0

nah v

k

der L

�

ange k = jpj mit v

i

2 V , e

i

2 E und e

i

= (v

i�1

; v

i

), orientierte Kan-

tenz

�

uge, orientierte Wege, o�ene und geshlossene orientierte Kantenfolgen und orientierte

Kreise de�niert.

Seien u; v 2 V . Existiert ein Weg von u nah v, so hei�t v von u aus erreihbar. Ist sowohl

v von u aus erreihbar, als auh u von v aus, so bezeihnet man u und v als stark zusam-

menh

�

angend. Wie im Fall der ungerihteten Graphen de�niert der starke Zusammenhang

auf der Knotenmenge eine

�

Aquivalenzrelation. Die durh die

�

Aquivalenzklassen induzierten

Teilgraphen hei�en starke Zusammenhangskomponenten von G.

De�nition 3.1.20 Seien G = (V;E) ein Graph und

S

n

i=1

G

i

eine disjunkte Zerlegung von

G. Der Graph G

Q

= (V

Q

; E

Q

) mit

V

Q

= fG

i

: i = 1; : : : ; ng und

E

Q

= f(G

i

; G

j

) : 9 v

i

2 V (G

i

); v

j

2 V (G

j

) mit (v

i

; v

j

) 2 Eg

hei�t Quotientengraph von G.

Ein Beispiel f

�

ur einen Quotientengraph ist der Graph der starken Zusammenhangskom-

ponenten. Da starke Zusammenhangskomponenten maximal sind, d.h. niht Teilgraph einer

anderen Komponente, ist dieser Quotientengraph azyklish.

3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

In diesem Abshnitt soll das Problem de�niert werden, welhes in vielen der sp

�

ateren An-

ordnungsalgorithmen zu l

�

osen sein wird.

De�nition 3.2.1 (Feedbak Vertex Set) Sei G = (V;E) ein Graph. Sei F � V . Ist

G� F azyklish, so bezeihnet man F als Feedbak Vertex Set oder kurz FVS von G. Die

Knoten in F hei�en Feedbaknoten. F wird minimales Feedbak Vertex Set genannt, falls F

ein FVS von G ist und f

�

ur alle anderen FVSs F

0

von G gilt: jF j � jF

0

j.

Bemerkung 3.2.2

�

Aquivalent zu \G � F ist azyklish" in De�nition 3.2.1 ist: F enth

�

alt

aus jedem Zykel in G mindestens einen Knoten.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Das klassishe FVS-Problem besteht darin, f

�

ur einen gegebenen Graphen G und ein

k 2 N zu bestimmen, ob G ein FVS der Kardinalit

�

at k besitzt. Alternativ hierzu und f

�

ur

die Anwendung in dieser Arbeit eher geeignet ist das Problem, f

�

ur einen gegebenen Graphen

ein minimales FVS aufzu�nden. Dieses ist i.d.R. niht eindeutig bestimmt, z.B. bei einem

Graphen, der aus einem Zykel mit L

�

ange � 2 besteht.

Die Hauptshwierigkeit bei der L

�

osung des FVS-Problems ist dessenNP-Vollst

�

andigkeit

(siehe [GJ79℄), somit existiert unter der Annahme P 6= NP kein eÆzienter, also in Poly-

nomzeit arbeitender L

�

osungsalgorithmus. Allerdings lassen sih f

�

ur spezielle Klassen von

Graphen Algorithmen angeben, die das FVS-Problem eÆzient l

�

osen.

Falls ein solher L

�

osungsalgorithmus niht vorliegt, gen

�

ugt in der Regel auh ein so-

genannter approximativer Algorithmus. Darunter versteht man ein Verfahren, welhes ein

FVS berehnet, das h

�

ohstens durh einen konstanten Faktor von der Kardinalit

�

at eines

minimalen FVS abweiht. So ermittelt der in Abshnitt 3.2.2 vorgestellte Algorithmus ein

FVS, welhes h

�

ohstens doppelt so gro� wie ein minimales FVS ist.

F

�

ur eine andere Klasse von Algorithmen, die sogenannten heuristishen Verfahren, sind

solhe Absh

�

atzungen niht m

�

oglih. Ihre Anwendung ist nur durh die guten Resultate

begr

�

undet, die mit ihnen erzielt werden. Ein Beispiel f

�

ur einen solhen Algorithmus wird in

Abshnitt 3.2.1 vorgestellt.

3.2.1. Ein heuristisher FVS-Algorithmus

Der in diesem Abshnitt beshriebene Algorithmus geht zur

�

uk auf ein in [LSW88℄ be-

shriebenes Verfahren, welhes das FVS-Problem f

�

ur eine spezielle Klasse von Graphen in

Polynomzeit l

�

ost. Dabei wird der Graph vershiedenen Transformationen unterworfen, um

die Feedbakknoten zu bestimmen. Diese Transformationen und die sih daraus ableitende

Klasse von Graphen sollen in den beiden n

�

ahsten De�nitionen vorgestellt werden.

De�nition 3.2.3 Sei G = (V;E) ein Graph und sei v 2 V . Seien die Graphentransforma-

tionen t

1

; : : : ; t

5

wie folgt de�niert:

� t

1

{ Ist v ein Knoten mit einer Shlinge, dann setze G = G� fvg.

� t

2

{ Ist v ein Knoten mit d

a

(v) = 0, dann setze G = G� fvg.

� t

3

{ Ist v ein Knoten mit d

e

(v) = 0, dann setze G = G� fvg.

� t

4

{ Ist v ein Knoten mit genau einem Nahfolger u 6= v, dann f

�

uge Kanten zwishen

allen Vorg

�

angern von v und u zu E hinzu und setze G = G� fvg.

� t

5

{ Ist v ein Knoten mit genau einem Vorg

�

anger u 6= v, dann f

�

uge Kanten zwishen

allen Nahfolgern von v und u zu E hinzu und setze G = G� fvg.
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

Bezeihne t(G; v) den Graphen, der sih nah Anwendung von Transformation t auf G und

v ergibt. Eine Transformation t hei�t auf einen Knoten v 2 V anwendbar, falls t(G; v) 6= G.

Die Transformationen t

4

und t

5

sind in Abbildung 3.2 an einem Beispiel illustriert.
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Abbildung 3.2: Transformationen t

4

und t

5

De�nition 3.2.4 SeiG ein Graph. Eine T-Sequenz vonG ist eine Folge (T

0

; v

0

); : : : ; (T

k

; v

k

)

von Transformationen und Knoten mit v

i

2 V (G

i

) und T

i

2 ft

1

; : : : ; t

5

g, so da� T

i

auf v

i

anwendbar ist. Dabei sei G

0

= G und G

i+1

= T

i

(G

i

; v

i

). Eine T-Sequenz hei�e vollst

�

andig,

falls jV (G

k

)j = 0. Besitzt G eine vollst

�

andige T-Sequenz, so bezeihnet man G als zwei-

Wege-reduzierbar bzw. als zwei-Wege-reduzierbaren Graphen.

Aufbauend auf den Transformationen ist in [LSW88℄ ein Algorithmus vorgestellt worden,

der f

�

ur einen gegebenen zwei-Wege-reduzierbaren Graphen ein minimales FVS berehnet.

Dazu wird eine vollst

�

andige T-Sequenz aufgebaut, indem sukzessive f

�

ur alle Knoten des

Graphen die jeweils anwendbaren Transformationen ausgef

�

uhrt werden. Das FVS wird von

allen Knoten v

i

der T-Sequenz mit T

i

= t

1

gebildet. Das genaue Verfahren ist in Algorithmus

3.1 dargestellt. Wie in [LSW88℄ bemerkt wird, arbeitet dieses Verfahren unabh

�

angig von

der Reihenfolge der Knoten.

Eingabe: Graph G ohne Mehrfahkanten

i := 0; G

0

:= G; F := ;;

while V (G

i

) 6= ; do

if \keine Transformation auf Knoten anwendbar" then

Abbruh; f G ist niht zwei-Wege-reduzierbar g

else

w

�

ahle v 2 V und t 2 ft

1

; : : : ; t

5

g, so da� t auf v anwendbar;

endif;

if t = t

1

then F := F [ fvg

G

i+1

= t(G

i

; v); i := i+ 1;

endwhile;

FVS = F ;

Algorithmus 3.1: FVS-Algorithmus f

�

ur zwei-Wege-reduzierbare Graphen

Die Korrektheit und Vollst

�

andigkeit des Verfahrens beruhen auf den folgenden beiden

S

�

atzen, die in [LSW88, Abshnitt 5℄ bewiesen werden.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Satz 3.2.5 Sei G ein Graph. Falls G zwei-Wege-reduzierbar und T eine vollst

�

andige T-

Sequenz von G ist, so bildet fw : (w; t

1

) 2 Tg ein minimales FVS von G.

Satz 3.2.6 Sei G = (V;E) ein Graph und v 2 V . Falls G zwei-Wege-reduzierbar und die

Transformation t 2 ft

1

; : : : ; t

5

g auf v anwendbar ist, existiert eine vollst

�

andige T-Sequenz

von G mit (t; v) als ihrem ersten Element.

Um Algorithmus 3.1 auh auf allgemeine Graphen anwenden zu k

�

onnen, mu� der Ab-

bruh im Falle eines niht-zwei-Wege-reduzierbaren Graphen durh eine geeignete, zus

�

atz-

lihe Transformation ersetzt werden.

De�nition 3.2.7 Sei G = (V;E) ein Graph und sei v 2 V . Sei die Transformation t

6

de�niert durh

� t

6

{ Sei v ein Knoten mit t

1

: : : t

5

niht auf v anwendbar und d(v) = max

u2V

d(u).

Setze G = G� fvg.

Eine

^

T-Sequenz von G ist eine Folge (T

0

; v

0

); : : : ; (T

k

; v

k

) mit v

i

2 V (G

i

), T

i

2 ft

1

; : : : ; t

6

g,

T

i

auf v

i

anwendbar, G

0

= G und G

i+1

= T

i

(G

i

; v

i

) f

�

ur alle i 2 f0; : : : ; kg. Eine

^

T-Sequenz

hei�e vollst

�

andig, falls jV (G

k

)j = 0.

Transformation t

6

setzt eine einfahe Heuristik f

�

ur das FVS-Problem um: Entferne sukzes-

sive die Knoten mit maximalen Grad bis der Graph azyklish ist. Die Begr

�

undung f

�

ur dieses

Vorgehen bildet Bemerkung 3.2.2 und die Annahme, da� der Grad eines Knotens mit der

Anzahl der Zykel, die diesen Knoten enthalten, korreliert.

Mit dem folgenden Lemma folgt die Korrektheit und Vollst

�

andigkeit von Algorithmus

3.2.

Lemma 3.2.8 Sei G = (V;E) ein Graph.

i) Algorithmus 3.2 terminiert und berehnet eine vollst

�

andige

^

T-Sequenz T = (T

1

; v

1

);

: : : ; (T

k

; v

k

) von G.

ii) Sei F das durh Algorithmus 3.2 berehnete FVS von G. Dann gilt: G�F ist azyklish.

Beweis:

zu i) Algorithmus 3.2 terminiert nah jV (G

0

)j Shritten, da in jedem Shritt ein Kno-

ten aus dem Graphen entfernt wird. Somit wird auh eine vollst

�

andige

^

T-Sequenz

berehnet.

zu ii) Annahme: G�F ist niht azyklish. Dann existiert mindestens ein Zykel � in G�F .

Sei v 2 V (�) und somit v 62 F . Es gilt: 9 (t; v) 2 T : t 6= t

1

^ t 6= t

6

. Da v 2 V (�)
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

und somit mindestens einen Vorg

�

anger und einen Nahfolger besitzt, folgt: 9 (t; v) 2

T : t = t

4

_ t = t

5

. Betrahte (T

i

; u

1

) 2 T mit T

i

2 ft

4

; t

5

g, u

1

2 V (�) und

V (G

i

) \ V (�) = fu

1

; u

2

g. Nah De�nition von t

4

und t

5

gilt: u

1

u

2

ist Zykel in G

i

und (u

2

; u

2

) 2 E(G

i+1

). Dann ist aber nur noh t

1

auf u

2

anwendbar. Es ergibt sih

ein Widerspruh und somit ist G� F azyklish.

�

Eingabe: Digraph G = (V;E)

i := 0; G

0

:= G; F := ;; F

0

= ;;

while V (G

i

) 6= ; do

if \keine Transformation auf Knoten anwendbar" then

v := u mit u 2 fv 2 V : d(v) � d(w) f

�

ur alle w 2 V g;

t := t

6

; F

0

:= F

0

[ fvg;

else

w

�

ahle v 2 V und t 2 ft

1

; : : : ; t

5

g, so da� t auf v anwendbar;

endif;

if t = t

1

then F := F [ fvg;

G

i+1

= t(G

i

; v); i := i+ 1;

endwhile;

FVS = F [ F

0

;

Algorithmus 3.2: FVS-Algorithmus f

�

ur Digraphen

Wie aus Satz 3.2.5 folgt, wird in Algorithmus 3.2 ein minimales FVS f

�

ur einen gegebenen

Graphen berehnet, falls die Transformation t

6

niht angewendet wird.

3.2.1.1. Implementierung

In der bisherigen Form ist Algorithmus 3.2 nur bedingt f

�

ur eine Implementierung geeignet.

Ein Grund hierf

�

ur liegt in dem Nihdeterminismus bei der Auswahl eines zu transformieren-

den Knotens. Hier kann es zu ung

�

unstigen Laufzeiten kommen, falls zun

�

ahst ein passender

Knoten gesuht werden mu�. Dieses Verhalten l

�

a�t sih vermeiden, da es Abh

�

angigkeiten

zwishen der Transformation eines Knotens und der Anwendbarkeit von Transformationen

auf seine Vorg

�

anger bzw. Nahfolger gibt. Au�erdem soll auf Alternativen bei der Wahl des

Knotens in Transformation t

6

eingegangen werden, die Auswirkungen auf die Laufzeit des

Algorithmus haben.

Anwendung der Transformationen

Zun

�

ahst werden in einem ersten Shritt alle Knoten auf die Anwendbarkeit einer der Trans-

formationen t

1

; : : : ; t

5

hin getestet und die entsprehende Transformation angewandt. Dies

f

�

uhrt dazu, da� nur noh Knoten im Graphen vorhanden sind, die m

�

oglihe Kandidaten f

�

ur

t

6

sind. Insbesondere besitzt kein Knoten in G eine Shlinge.

Die n

�

ahste auszuf

�

uhrende Transformation mu� t

6

sein. Dies impliziert das Entfernen

eines Knotens v aus dem Graphen. Somit

�

andert sih der Eingangs- bzw. Ausgangsgrad
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

aller Vorg

�

anger und Nahfolger von v. Folglih ist ein Test auf die Anwendbarkeit der

Transformationen t

2

; : : : ; t

5

auf alle zu v adjazenten Knoten angebraht.

Gleihes gilt f

�

ur die Transformationen t

1

; t

2

und t

3

, in denen ebenfalls Knoten aus dem

Graphen entfernt werden und somit der Grad benahbarter Knoten ge

�

andert wird. Bei t

2

und t

3

ist allerdings zu beahten, da� nur der Ausgangs- bzw. der Eingangsgrad der adjazen-

ten Knoten ge

�

andert wird und es somit gen

�

ugt, auf die Anwendbarkeit der Transformationen

t

2

und t

4

bzw. t

3

und t

5

hin zu testen.

Nahdem im ersten Shritt des Algorithmus alle Shlingen im Graphen entfernt wurden,

besteht nur durh die Anwendung der Transformationen t

4

oder t

5

die M

�

oglihkeit zur Kon-

struktion einer Shlinge. Somit gen

�

ugt ein entsprehender Test bzgl. t

1

nah dem Einf

�

ugen

der neuen Kanten in t

4

bzw. t

5

.

In Algorithmus 3.3 sind die Prozeduren f

�

ur die Transformationen t

2

und t

3

angegeben,

die sih aus den dargestellten Abh

�

angigkeiten ergeben. Zun

�

ahst wird die Anwendbarkeit

der Transformation auf den Knoten v

�

uberpr

�

uft. Da der Knoten aus dem Graphen entfernt

wird, erfolgt eine Siherung der Nahfolger bzw. Vorg

�

anger von v in einer Liste. Shlie�lih

werden alle Knoten in dieser Liste, sofern sie niht shon transformiert wurden, auf die

Anwendbarkeit der Transformationen t

2

und t

4

bzw. t

3

und t

5

hin

�

uberpr

�

uft.

proedure t 2( v;G )

if d

a

(v) = 0 then

P := fu 2 V (G) : u ist Vorg

�

anger von vg;

G := G� fvg;

for all u 2 P do

if u 2 V (G) then t 2( u;G );

if u 2 V (G) then t 4( u;G );

endfor; endif; end;

proedure t 3( v;G )

if d

e

(v) = 0 then

S := fu 2 V (G) : u ist Nahfolger von vg;

G := G� fvg;

for all u 2 S do

if u 2 V (G) then t 3( u;G );

if u 2 V (G) then t 5( u;G );

endfor; endif; end;

Algorithmus 3.3: Prozeduren f

�

ur die Transformationen t

2

und t

3

Analog ergeben sih die Prozeduren f

�

ur die Transformationen t

4

und t

5

in Algorith-

mus 3.4. Man beahte, da� aufgrund der De�nition einer Kantenmenge (siehe Abshnitt

3.1) durh das Hinzuf

�

ugen von Kanten zwishen den Vorg

�

angern und Nahfolgern keine

Mehrfahkanten entstehen. Je nah Implementierung eines Graphen ist dies entsprehend

zu

�

uberpr

�

ufen. Nahdem der Knoten aus dem Graphen entfernt wurde, wird getestet, ob
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

eine Shlinge erzeugt wurde. Der anshlie�ende, rekursive Aufruf der Transformationen mit

den Nahfolgern bzw. Vorg

�

angern f

�

uhrte bei den in Abshnitt 6 vorkommenden Graphen

zu signi�kant besseren Ergebnissen bei der Gr

�

o�e des entstehenden FVS, ist aber im allge-

meinen Fall niht zu begr

�

unden.

proedure t 4( v;G )

if d

a

(v) = 1 then

u := Nahfolger von v;

for all Vorg

�

anger w von v do E(G) := E(G) [ f(w; u)g;

G := G� fvg;

t 1(u;G);

f if u 2 V (G) then t 4( u;G ) g

endfor; endif; end;

proedure t 5( v;G )

if d

e

(v) = 1 then

u := Vorg

�

anger von v;

for all Nahfolger w von v do E(G) := E(G) [ f(u;w)g;

G := G� fvg;

t 1(u;G);

f if u 2 V (G) then t 5( u;G ) g

endfor; endif; end;

Algorithmus 3.4: Prozedur f

�

ur die Transformation t

4

In Algorithmus 3.5 sind die Prozeduren f

�

ur die Transformation t

1

und das Hinzuf

�

ugen

eines neuen Feedbakknotens v dargestellt. Bei letzterer werden nah dem Entfernen von

v aus G alle Vorg

�

anger und Nahfolger von v auf die Anwendbarkeit einer Transformation

t

2

; : : : ; t

5

hin

�

uberpr

�

uft.

proedure t 1( v;G )

if v hat Shlinge then add to FVS( v;G );

end;

proedure add to FVS( v;G )

S := fu 2 V (G) : u ist Nahfolger von vg;

P := fu 2 V (G) : u ist Vorg

�

anger von vg;

G := G� fvg;

FVS := FVS [fvg;

for all u 2 S [ P do

if u 2 V (G) then t 2(u;G);

if u 2 V (G) then t 3(u;G);

if u 2 V (G) then t 4(u;G);

if u 2 V (G) then t 5(u;G);

endfor; end;

Algorithmus 3.5: Prozeduren f

�

ur t

1

und das Hinzuf

�

ugen

eines Feedbakknotens
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Die obigen Prozeduren sind shlie�lih in Algorithmus 3.6 zu einer Prozedur zur Be-

stimmung eines FVS f

�

ur einen gegebenen Graphen G zusammengefa�t. Zun

�

ahst wird der

Graph mit den Transformationen t

1

; : : : ; t

5

soweit wie m

�

oglih reduziert, soda� nah diesem

Shritt nur noh Knoten vorhanden sind, auf die lediglih die Transformation t

6

anwendbar

ist.

proedure buildFVS( G )

for all v 2 V (G) do

t 1( v;G );

if v 2 V (G) then t 2( v;G );

if v 2 V (G) then t 3( v;G );

if v 2 V (G) then t 4( v;G );

if v 2 V (G) then t 5( v;G );

endfor;

while V (G) 6= ; do

v := Knoten mit maximalem Grad;

add to FVS( v;G );

endwhile; end;

Algorithmus 3.6: Prozedur f

�

ur Algorithmus 3.2

Alternative Knotenwahl

Nah De�nition 3.2.7 wird ein Knoten mit maximalem Grad gew

�

ahlt. Dies erfordert aller-

dings eine Suhe in V (G), womit die Komplexit

�

at des Algorithmus in O(n

2

) mit n = jGj,

liegt. Ein besseres Laufzeitverhalten ergibt sih, wenn man die globale Suhe nah einem

Knoten mit maximalem Grad auf eine lokale Suhe beshr

�

ankt. Hierbei werden nur die

Knoten in die Suhe miteinbezogen, die auf die Anwendbarkeit von t

4

und t

5

hin getestet,

also bei einem Aufruf der Prozeduren t 4 und t 5

�

ubergeben werden. Ein entsprehend

modi�zierter Algorithmus erreiht ein fast lineares Laufzeitverhalten. Kleine Abweihungen

vom optimalen Aufwand ergeben sih dadurh, da� in den vershiedenen Prozeduren auh

Nahbarknoten auf die Anwendbarkeit einer Transformation hin getestet werden. Dies f

�

uhrt

teilweise zu Mehrfahtests einzelner Knoten.

Weiterhin erkauft man sih den besseren Aufwand bei der lokalen Suhe mit einem

im allgemeinen gr

�

o�eren FVS. In durhgef

�

uhrten Tests waren die Abweihungen aber ver-

gleihsweise gering.

3.2.2. Ein FVS-Algorithmus f

�

ur planare Graphen

In diesem Abshnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, der f

�

ur planare Graphen ein FVS

berehnet, dessen Kardinalit

�

at h

�

ohstens zweimal so gro� wie die Kardinalit

�

at eines mini-

malen FVS ist. Zus

�

atzlih zur Planarit

�

at wird dabei an die Graphen eine Bedingung

�

uber

die Verteilung der eingehenden und ausgehenden Kanten gestellt.
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

Der Algorithmus bildet die Grundlage f

�

ur viele der Anordnungstehniken in Kapitel 4

und ist in [Ha97℄ eingehend beshrieben.

3.2.2.1. One-Flow-Diretion Bedingung

In einem planaren Graphen lassen sih die Kanten eines Knoten nah dem Winkel ordnen,

den sie zu einer festen Ahse einnehmen. Hieraus leitet sih die folgende Bedingung f

�

ur

gerihtete, planare Graphen ab.

De�nition 3.2.9 Sei G = (V;E) ein planarer Graph. G erf

�

ullt die One-Flow-Diretion-

Bedingung oder kurz OFD-Bedinung, falls es f

�

ur alle Knoten v 2 V eine Liste (e

1

; : : : ; e

k

)

aller zu v inzidenten Kanten gibt, so da�:

i) f

�

ur eine feste Ahse x 2 R

2

gilt: ℄(x; e

i

) � ℄(x; e

i+1

) f

�

ur alle 1 � i < k, wobei der

Winkel durh die Einbettung in den R

2

de�niert ist,

ii) ein m 2 f0; : : : ; kg existiert, so da� alle e

i

mit 1 � i � m ausgehende Kanten sind und

alle e

i

mit m < i � k e

i

eingehende Kanten.

Anshaulih bedeutet De�nition 3.2.9, da� man den eingehenden und den ausgehen-

den Kanten jeweils zwei zusammenh

�

angende, disjunkte Bereihe zuordnen kann (siehe auh

Abbildung 3.3 (i) ). Eine niht erlaubte Situation ist in Abbildung 3.3 (ii) dargestellt.

e

e

(i) (ii)

e
e

left

m=
=1

eright

em+1

k

Abbildung 3.3: OFD-Bedingung (i) und niht erlaubte Situation (ii)

Bemerkung 3.2.10 Sei G = (V;E) ein Graph. F

�

ur die Zuordnung der geordneten Kan-

tenliste zu einem Knoten entsprehend De�nition 3.2.9 gen

�

ugt es, wenn G lokal planar ist.

Dabei hei�t G lokal planar, wenn f

�

ur alle Knoten v 2 V (G) der Graph G

v

= (V

v

; E

v

) mit

V

v

:= fvg [ fu 2 V (G) : u ist adjazent zu vg und E

v

:= fe 2 E(G) : e ist inzident zu vg

2

planar ist.

2

Anshaulih ist G

v

der Untergraph der Nahbarknoten von v.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

In den folgenden Abshnitten bezeihne G stets einen planaren Graphen mit OFD-

Bedingung.

3.2.2.2. Reduktion des Graphen

Nah Bemerkung 3.2.2 sind f

�

ur ein FVS nur Knoten von Interesse, die auh auf einem Zykel

liegen. Der hier vorgestellte Algorithmus bestimmt f

�

ur jeden Knoten in G die Zugeh

�

origkeit

zu einem Zykel. Dabei bekommt jeder Knoten eine Markierung F, L oder C. Die Markierung

C zeigt an, da� ein Knoten auf einem Zykel oder auf einem Pfad zwishen zwei Zykeln

liegt. Die Markierungen F und L bedeuten demgegen

�

uber, da� der Knoten niht mit einem

Zykel assoziiert ist. Insbesondere ist kein Knoten mit Markierung F bzw. L in einem Zykel

enthalten

3

.

proedure SetMarks( G )

for all v 2 V (G) do v.mark := C; f Initialisierung g

for all v 2 V (G) do

if v.mark = C then SetF( v );

if v.mark = C then SetL( v );

endfor; end;

proedure SetF( v )

if alle Vorg

�

anger von v haben die Markierung F then

v.mark = F;

for all Nahfolger u von v do

if u.mark = C then SetF( u );

endif; end;

proedure SetL( v )

if alle Nahfolger von v haben die Markierung L then

v.mark = L;

for all Vorg

�

anger u von v do

if u.mark = C then SetL( u );

endif; end;

Algorithmus 3.7: Algorithmus zur Bestimmung der Knotenmarkierungen

Sei G

C

= G

C

(G) die Einshr

�

ankung von G auf Knoten mit der Markierung C. Ent-

sprehend Algorithmus 3.7 hat jeder Knoten in G

C

mindestens einen Vorg

�

anger und einen

Nahfolger. Au�erdem ist jeder Zykel in G auh ein Zykel in G

C

. Im folgenden wird deshalb

nur der Graph G

C

betrahtet, der Einfahheit halber aber wieder mit G bezeihnet.

3

Auf die genaue Bedeutung der Markierungen F und L wird in Zusammenhang mit den entsprehenden

Anordnungsalgorithmen in Abshnitt 4.3.2.1 n

�

aher eingegangen.
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

3.2.2.3. Minimale und maximale Zykel

Aufgrund der OFD-Bedinung l

�

a�t sih G weiter reduzieren, indem f

�

ur jeden Knoten nur

bestimmte Kanten betrahtet werden, die bestimmend f

�

ur die Struktur der Zykel in G sind.

Nah De�nition 3.2.9 kann jedem Knoten v 2 V (G) eine geordnete Kantenliste fe

1

; : : : ; e

m

g

zugeordnet werden. Bezeihne e

right

(v) die Kante e

1

und e

left

(v) die Kante e

m

(siehe auh

Abb. 3.3 (i) ). Die reduzierten Graphen G

+

und G

�

besitzen die gleihe Knotenmenge wie

G, ihre Kantenmenge wird aber reduziert auf e

left

(v) bzw. e

right

(v):

V (G

+

) := V (G) ; E(G

+

) := fe

left

(v) : v 2 V (G)g

V (G

�

) := V (G) ; E(G

�

) := fe

right

(v) : v 2 V (G)g

Die Menge der Zykel in G

+

(G

�

) sei mit C

+

(C

�

) bezeihnet.

Aufgrund der De�nition von G

C

und G

+

besitzt jeder Knoten v 2 V (G

+

) genau einen

Nahfolger, de�niert durh e

left

(v). Somit de�niert die Rekursion

v

0

= v; v

i+1

= Nahfolger von v

i

(3.1)

eine eindeutige, unendlihe Folge von Knoten in G

+

. Da G und somit auh G

+

endlih sind,

gibt es ein i � 0 und ein j > i mit v

i

= v

j

und v

k

6= v

j

f

�

ur i < k < j. Nah De�nition 3.1.19

bilden (v

i

; v

i+1

; : : : ; v

j

) einen Zykel. Da die Rekursion f

�

ur alle Knoten in G

+

m

�

oglih ist,

l

�

a�t sih eine surjektive Abbildung �

+

: V (G

+

) ! C

+

de�nieren, die jedem Knoten einen

Zykel zuweist.

Aufgrund der Planarit

�

at von G und der damit verbundenen Einbettung von G in den

R

2

k

�

onnen das Innere bzw. das

�

Au�ere eines Zykels de�niert werden. Sei hierzu � 2 C

+

und v 2 V (�) mit Vorg

�

anger v

p

2 V (�) und Nahfolger v

s

2 V (�). Alle Kanten in G, die in

dem Winkel zwishen den Kanten (v

p

; v) und (v; v

s

) (entgegen dem Uhrzeigersinn) liegen,

hei�en linke Kanten. Sie bilden die Menge E

left

(v; �). Die Kanten auf der anderen Seite, die

rehten Kanten, bilden die Menge E

right

(v; �) (siehe auh Abb. 3.4).

Sei G stark zusammenh

�

angend und � 2 C

+

. Seien G

i

die starken Zusammenhangskom-

ponenten von G� �. Dann besitzt jede Komponente G

i

einen Knoten v

i

2 V (G

i

), der niht

auf � liegt, aber in G mit einem Knoten auf � verbunden ist:

9 v 2 V (�)9 v

i

2 V (G

i

) : (v

i

; v) 2 E(G) oder (v; v

i

) 2 E(G): (3.2)

Falls (v

i

; v) 2 E

left

(v; �) bzw. (v; v

i

) 2 E

left

(v; �), so gilt dies auh f

�

ur jede andere Wahl

eines Knotens v

i

2 V (G

i

), der (3.2) erf

�

ullt. Somit liegt der Teilgraph G

i

auf der linken

Seite, dem Inneren von �. Analog be�ndet sih G

i

auf der rehten Seite, dem

�

Au�eren

von �, falls (v

i

; v) 2 E

right

(v; �) bzw. (v; v

i

) 2 E

right

(v; �). Die Vereinigung aller G

i

im

Inneren von � wird mit Int(�) bezeihnet. Ext(�) bezeihnet die Vereinigung aller G

i

im

�

Au�eren von �. Der Abshlu� von Int(�) und Ext(�) sei de�niert als: Int(�) = Int(�) [ �

und Ext(�) = Ext(�) [ �.
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Abbildung 3.4: Linke und rehte Kanten

Aufgrund des folgenden Lemmas werden die Zykel in C

+

auh als minimale Zykel be-

zeihnet, da in ihrem Inneren keine weiteren (kleineren) Zykel enthalten sind.

Lemma 3.2.11 Sei G stark zusammenh

�

angend. Dann gilt f

�

ur alle � 2 C

+

: Int(�) = ;.

Beweis: Siehe Beweis zu Theorem 3.5 in [Ha97℄. �

Ein analoges Resultat erh

�

alt man f

�

ur die Zykel in C

�

, die auh als maximale Zykel

bezeihnet werden:

Lemma 3.2.12 Sei G stark zusammenh

�

angend. Dann gilt f

�

ur alle � 2 C

�

: Ext(�) = ;.

3.2.2.4. Konzentrishe Zykel

F

�

ur G l

�

a�t sih iterativ eine Hierarhie von minimalen Zykeln konstruieren. Hierzu wird

ein � 2 C

+

aus dem Graphen entfernt und die Konstruktion 3.1 der minimalen Zykel

auf G

C

(G� �) angewandt. Algorithmus 3.8 konstruiert somit eine Menge f�

0

; : : : ; �

k

g von

minimalen Zykeln.

Eingabe: planarer Graph G mit OFD-Bedingung

G

0

:= G

C

(G); i := 0;

while V (G

i

) 6= ; do

w

�

ahle v 2 V (G

i

);

�

i

:= �

+

(v);

G

0

i

:= G

i

� �

i

;

G

i+1

:= G

C

(G

0

i

);

i := i+ 1;

endwhile;

Algorithmus 3.8: Algorithmus zur Bestimmung der minimalen Zykel
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

Unter geeigneten Voraussetzungen gelten f

�

ur die Zykel �

0

; : : : ; �

k

: �

i

� �

i+1

. Dies moti-

viert die folgende partielle Ordnung f

�

ur �; �

0

2 f�

0

; : : : ; �

k

g:

�

0

> � :() Int(�) � Int(�

0

) und Ext(�

0

) � Ext(�): (3.3)

F

�

ur die weiteren Betrahtungen wird mittels dieser Ordnungsrelation ein Graph de�niert,

der die Hierarhie der in Algorithmus 3.8 konstruierten Zykel wiederspiegelt. Sei Z

+

=

Z

+

(G) = (V (Z

+

); E(Z

+

)) dieser Graph mit

V (Z

+

) = f�

0

; : : : ; �

k

g

E(Z

+

) = f(�; �

0

) 2 V (Z

+

)� V (Z

+

) : �

0

> �

und es existiert kein �

00

2 V (Z

+

) mit �

0

> �

00

> �g:

Z

+

ist aufgrund der Ordnungsde�nition azyklish, und jeweils zwei Zykel �; �

0

2 V (Z

+

)

mit � > �

0

sind durh einen eindeutigen Pfad verbunden. In Abbildung 3.5 sind einige

Beispiele f

�

ur Zykel und dazugeh

�

orige Z

+

-Graphen aufgef

�

uhrt.

ii)i)

ζ
ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ ζζζζ 1 2 3

1

2
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1

3

2

2

3

1

Abbildung 3.5: Beispiele f

�

ur minimale Zykel und zugeh

�

orige Z

+

-Graphen

Wird die Rekursion (3.1) auf Knoten in G

�

angewandt, so erh

�

alt man eine surjektive

Abbildung der Knoten in V (G

�

) in die Menge der maximalen Zykel C

�

. Diese Abbildung

sei mit �

�

benannt. Ersetzt man in Algorithmus 3.8 �

+

durh �

�

, werden maximale Zykel

konstruiert. Die so erhaltene Menge von Zykeln sei f�

�

0

; : : : ; �

�

l

g. In Entsprehung zu Z

+

bildet man den Graphen Z

�

= Z

�

(G) = (V (Z

�

); E(Z

�

)) mit

V (Z

�

) = f�

�

0

; : : : ; �

�

l

g

E(Z

�

) = f(�

0

; �) 2 V (Z

�

)� V (Z

�

) : �

0

> �

und es exitiert kein �

00

2 V (Z

�

) mit �

0

> �

00

> �g:

Durh die De�nition des Inneren und

�

Au�eren von Zykeln kann eine wihtige Relation

zwishen den Knoten in Z

+

und Z

�

eingef

�

uhrt werden.
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De�nition 3.2.13 Seien �

+

2 V (Z

+

(G)) und �

�

2 V (Z

�

(G)). Falls

�

+

\ �

�

6= ; und Int(�

+

) \ �

�

= �

+

\ Ext(�

�

) = ;;

so ber

�

uhrt �

+

den Zykel �

�

. Abgek

�

urzt wird die Relation durh: �

+

Æ �

�

.

Das folgende Lemma zeigt einige Eigenshaften der Relation Æ auf.

Lemma 3.2.14 i) F

�

ur jeden Zykel � in G existiert mindestens ein Zykel �

+

2 V (Z

+

)

mit �

+

Æ � und �

+

� Int(�).

ii) F

�

ur jeden Zykel � in G existiert mindestens ein Zykel �

�

2 V (Z

�

) mit �

�

Æ � und

�

�

� Ext(�).

iii) F

�

ur jeden Zykel �

+

2 V (Z

+

) existiert mindestens ein Zykel �

�

2 V (Z

�

) mit �

+

Æ �

�

.

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 5.2 in [Ha97℄. �

3.2.2.5. Eine Bewertungsfunktion und Konstruktion des FVS

In diesem Abshnitt wird eine Bewertungsfunktion f

�

ur Knoten in G eingef

�

uhrt. Sie de�niert

eine Knotenmenge, aus der innerhalb des sp

�

ateren Algorithmus der jeweils n

�

ahste Knoten

f

�

ur das FVS entnommen werden kann und erlaubt es, die Kardinalit

�

at eines FVS f

�

ur G nah

oben abzush

�

atzen.

Sei v 2 V (G). Die Bewertungsfunktion setzt sih zusammen aus:

'

+

(v; Z

+

) =

1

2

�

j f� 2 V (Z

+

) : v 2 Ext(�)g j + j f� 2 V (Z

+

) : v 2 Ext(�)g j

�

und

'

�

(v; Z

�

) =

1

2

�

j f� 2 V (Z

�

) : v 2 Int(�)g j + j f� 2 V (Z

�

) : v 2 Int(�)g j

�

:

Dabei entspriht '

+

(v) der gemittelten Anzahl minimaler Zykel f

�

ur die v im Inneren bzw.

im Abshlu� des Inneren liegt. Analog entspriht '

�

(v) der gemittelten Anzahl maximaler

Zykel f

�

ur die v im

�

Au�eren bzw. im Abshlu� des

�

Au�eren liegt.

Die Bewertungsfunktion ' ist shlie�lih de�niert als:

'(v) = '(v; Z

+

; Z

�

) = '

+

(v; Z

+

) + '

�

(v; Z

�

): (3.4)

Die Funktion ' kann aufgrund der Einbettung von G in den R

2

auh f

�

ur ein beliebiges

x 2 R

2

de�niert werden. Insbesondere kann ' f

�

ur bereits aus dem Graphen entfernte Knoten

ausgewertet werden.

In der folgenden Bemerkung sind einige Eigenshaften von ' zusammengefa�t, die in

den sp

�

ateren Algorithmus einie�en werden.
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Bemerkung 3.2.15 i) G ist azyklish ()9 v 2 V (G) : '(v) = 0.

ii) F

�

ur alle v 2 V (G) gilt: '(v) � jV (Z

+

)j+ jV (Z

�

)j.

iii) F

�

ur alle v 2 V (G) gilt: '(v) � maximale Anzahl disjunkter Zykel in G.

Beweis: Siehe Beweis zu Bemerkung 5.4 in [Ha97℄. �

Wie bereits angesprohen kann mit Hilfe von ' eine Knotenmenge von G de�niert wer-

den, aus der in jedem Iterationsshritt des Algorithmus der n

�

ahste Knoten f

�

ur das FVS

entnommen werden kann. Das folgende Lemma gibt diese Menge an.

Lemma 3.2.16 Das Minimum von ' wird auf der Menge

T := fv 2 V (G) : v 2 �

+

\ �

�

f

�

ur �

+

2 V (Z

+

) und �

�

2 V (Z

�

) mit �

+

Æ �

�

g

angenommen.

Beweis: Siehe Abshnitt 5.4 in [Ha97℄. �

Algorithmus 3.9 w

�

ahlt nun sukzessive Knoten aus T f

�

ur das FVS. Sei aber zun

�

ahst

'(v;G) := '(v; Z

+

; Z

�

); f

�

ur v 2 V (G):

Dabei sind Z

+

und Z

�

bez

�

uglih G gemeint, da sih der Graph w

�

ahrend des Algorithmus

�

andert. Weiter wird das Minimum von '

�

uber V (G) bezeihnet mit

'

min

(G) := minf'(v;G) : v 2 V (G)g:

F

�

ur einen gegebenen Graphen G mit OFD-Bedingung iteriert Algorithmus 3.9, bis

'

min

(G

i

) = 0. Nah Bemerkung 3.2.15 ist dies

�

aquivalent mit dem Fehlen von Zykeln

in G. In jedem Iterationsshritt wird ein Knoten v

i

aus T (G

i

) ausgew

�

ahlt, der die Bewer-

tungsfunktion minimiert. Dieser Knoten wird dem FVS hinzugef

�

ugt und aus dem Graphen

entfernt.

Eingabe: planarer Graph G mit OFD-Bedingung

i := 0; G

0

= G; F

0

= ;;

while '

min

(G) > 0 do

v

i

:= ein v 2 T (G

i

) mit '(v;G

i

) = '

min

(G

i

);

F

i+1

:= F

i

[ fv

i

g;

G

i+1

:= G

i

� fv

i

g;

i := i+ 1;

endwhile;

FVS := F

i

;

Algorithmus 3.9: FVS-Algorithmus f

�

ur planare Graphen mit OFD-Bedingung

Das nahfolgende Lemma gibt eine obere Shranke f

�

ur die Anzahl der ben

�

otigten Itera-

tionsshritte und somit f

�

ur die Gr

�

o�e des FVS an.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

Lemma 3.2.17 SeiG ein planarer Graph mit OFD-Bedingung, v 2 T (G) undG

0

= G�fvg.

Weiter seien G

i

die Graphen aus Algorithmus 3.9 bez

�

uglih Eingabe G. Dann gilt:

i) '(v;G

0

) = '(v;G) � 1.

ii) '

min

(G

i+1

) � '

min

(G

i

)� 1.

iii) Algorithmus 3.9 terminiert nah h

�

ohstens i = '

min

(G) Shritten und somit gilt:

jFVSj � '

min

(G)

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 6.3 in [Ha97℄. �

Fa�t man die obigen Ergebnisse zusammen, so ergibt sih die nahfolgende Aussage

�

uber

die Kardinalit

�

at des berehneten FVS.

Lemma 3.2.18 Sei F � V ein durh Algorithmus 3.9 berehnetes FVS von G und F

min

ein minimales FVS von G. Dann gilt:

jF j � 2 � jF

min

j:

Beweis: Sei � = maxf jZj : Z ist eine Menge disjunkter Zykel von Gg. Da jedes FVS von

G mindestens einen Knoten aus jedem Zykel einer Menge von disjunkten Zykeln enthalten

mu�, gilt: jF

min

j � �. Da V (Z

+

) und V (Z

�

) Mengen disjunkter Zykel sind, folgt: jV (Z

+

)j+

jV (Z

�

)j � 2 � �. Mit Bemerkung 3.2.15 gilt somit:

� � ' � jV (Z

+

)j+ jV (Z

�

)j � 2 � � � 2 � jF

min

j:

Mit Lemma 3.2.17 folgt: jF j � '

min

(G) � 2 � � � 2 � jF

min

j. �

3.2.2.6. Implementierung

In diesem Abshnitt soll n

�

aher auf die Implementierung des FVS-Algorithmus 3.9 eingegan-

gen werden. Oberstes Ziel ist dabei ein linearer Aufwand f

�

ur das Verfahren.

Der Algorithmus l

�

a�t sih in zwei Abshnitte einteilen. Der erste Teil entspriht dabei

dem Aufbau der Graphen Z

+

(G) und Z

�

(G). Im zweiten Abshnitt werden die Feedbak-

knoten bestimmt. Vorausgesetzt wird dabei, da� alle Kanten eines Knotens im gegebenen

Graphen G entsprehend der OFD-Bedingung sortiert sind, d.h., da� f

�

ur jeden Knoten

die Liste (e

1

; : : : ; e

k

) von adjazenten, dem Winkel nah geordneten Kanten zur Verf

�

ugung

steht. Desweiteren wird davon ausgegangen, da� der Graph G eine starke Zusammenhangs-

komponente darstellt. Hierzu ist es gegebenenfalls n

�

otig, zun

�

ahst einen Algorithmus zur

Konstruktion der Zusammenhangskomponenten aufzurufen. Ein Verfahren hierf

�

ur, welhes

lineare Komplexit

�

at besitzt, wird z.B. in [Tar72℄ beshrieben.
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Reduktion des Graphen

Bei der Konstruktion der Graphen Z

+

(G) und Z

�

(G) wird das Anlegen der Knoten, d.h.

der minimalen bzw. maximalen Zykel von G, getrennt von dem Bestimmen der Kantenre-

lation

4

. Zur Konstruktion der Zykel wird Algorithmus 3.8 genutzt. Kritish f

�

ur die lineare

Komplexit

�

at ist dabei die Reduzierung des aktuellen Graphen G

i

auf die Menge der Kno-

ten mit Markierung C mittels Algorithmus 3.7. In der bisherigen Variante wird hierf

�

ur die

gesamte Knotenmenge von G durhlaufen.

Allerdings kann eine Ver

�

anderung der Markierungen nur durh das Entfernen eines Kno-

tens hervorgerufen werden. Aus diesem Grund gen

�

ugt es, nur die Knoten zu betrahten, die

von �

i

aus erreihbar sind. Die Prozedur SetMarks in Algorithmus 3.7 erh

�

alt hierzu �

i

an-

statt G als Eingabe. Weiterhin kann die Initialisierung der Knotenmarkierungen entfallen,

da Knoten mit den Attributen F oder L diese auh in G

i+1

besitzen, alle anderen Knoten

aber

�

uber die Markierung C verf

�

ugen.

In den Prozeduren SetF und SetL sind die Attribute der Vorg

�

anger bzw. Nahfolger

niht in G

i

, sondern in G

0

i

zu

�

uberpr

�

ufen, da �

i

bereits aus dem Graphen entfernt wurde.

Die modi�zierten Varianten lauten

proedure LokalSetF( v )

if v 2 V (�

i

) oder alle Vorg

�

anger von v in V (G

0

i

) haben die Markierung F then

v.mark = F;

for all Nahfolger u von v in V (G

i

) do

if u.mark = C then LokalSetF( u );

endif; end;

proedure LokalSetL( v )

if v 2 V (�

i

) oder alle Nahfolger von v in V (G

0

i

) haben die Markierung L then

v.mark = L;

for all Vorg

�

anger u von v in V (G

i

) do

if u.mark = C then LokalSetL( u );

endif; end;

Der so ver

�

anderte Graphendurhlauf erreiht nur Knoten in G

i�1

�V (G

i

), da die Knoten

auf dem neuen Zykel �

i+1

die Markierung C beibehalten. Somit liegt auh der Aufwand nur

in O(jG

i�1

� V (G

i

)j). F

�

ur den Gesamtaufwand der Zykelbestimmung in Algorithmus 3.8

ergeben sih somit lineare Kosten in der Gr

�

o�e des Graphen.

Aufbau der Kantenrelation in Z

+

und Z

�

Der Aufbau der Kanten in Z

�

erfolgt durh einen Erreihbarkeitstest zwishen den Zykeln

�

uber Pfade in G. Falls z.B. f

�

ur zwei Zykel �

+

1

; �

+

2

in Z

+

ein Pfad � zwishen den Knoten

v

1

2 V (�

+

1

) und v

2

2 V (�

+

2

) existiert und � sih in Ext(�

+

1

) \ Int(�

+

2

) be�ndet, so gilt

f

�

ur die Zykel: Int(�

+

1

) � Int(�

2

) und Ext(�

+

2

) � Ext(�

+

1

). Dies entspriht der De�nition

4

Um Verwehslungen zwishen den Knoten in G bzw. in Z

�

zu vermeiden, wird im folgenden stets von

(minimalen/maximalen) Zykeln gesprohen, wobei aber die Knoten in Z

�

gemeint sind.
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

der partiellen Ordnung > zwishen Zykeln (siehe Gleihung (3.3)). Liegt � weiterhin im

Inneren aller minimalen Zykel �

+

mit �

+

1

< �

+

, so gibt es auh kein �

+

3

2 V (Z

+

) mit

�

+

1

< �

+

3

< �

+

2

, und somit gilt: (�

+

1

; �

+

2

) 2 E(Z

+

). Die letzte Bedingung kann beim Aufbau

des Pfades � bzw. beim entsprehenden Durhlauf durh den Graphen G erreiht werden,

indem man sih f

�

ur alle minimalen Zykel entweder auf die Knoten im Inneren oder auf

die Knoten im

�

Au�eren beshr

�

ankt. Dies bedeutet, da� beim Erreihen eines Zykels

�

uber

eine linke Kante nur weitere linke Kanten (und Kanten des Zykels) beim Graphendurhlauf

betrahtet werden. In Abbildung 3.6 i) sind die f

�

ur die Pfadkonstruktion erlaubten Bereihe

in einem Beispiel dargestellt.

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

Verbotener Bereich

Erlaubter Bereich

π

i) ii)

ζ
ζ

ζ

3

1

2

Abbildung 3.6: Beispiele f

�

ur die Pfadkonstruktion

Die Erreihbarkeit aller Zykel wird durh den starken Zusammenhang des Graphen si-

hergestellt. Man beahte aber, da� diese Erreihbarkeit auh

�

uber Pfade erfolgen kann,

die auf nihtvergleihbaren Zykeln liegen, wie Abbildung 3.6 ii) verdeutliht. In dem dort

angegebenen Beispiel gilt: �

1

< �

3

und �

2

< �

3

. In einem Graphendurhlauf ist �

3

von �

2

aber nur

�

uber �

1

erreihbar.

F

�

ur das Berehnen von E(Z

�

) gelten analoge Bedingungen wie hier f

�

ur E(Z

+

) be-

shrieben. Aufgrund der Einshr

�

ankungen beim Graphendurhlauf f

�

ur das Bestimmen der

Kantenrelation ergibt sih ein

�

ahnlih lokaler Aufwand wie f

�

ur die Konstruktion der Zykel

selbst. Die Komplexit

�

at des Verfahrens ist somit ebenfalls linear in der Gr

�

o�e des Graphen.

Der eigentlihe Algorithmus entspriht wie bereits angesprohen einem Graphendurhlauf,

z.B. Breiten- oder Tiefensuhe, und soll hier niht weiter behandelt werden.

Bestimmung der Feedbakknoten

Nahdem die Graphen Z

+

und Z

�

zur Verf

�

ugung stehen, l

�

a�t sih entsprehend Algorithmus

3.9 ein Knoten f

�

ur das FVS bestimmen. Dabei kann die Menge T (G) aus Bemerkung 3.2.16

noh weiter eingeshr

�

ankt werden:
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3.2. Das Feedbak Vertex Set Problem

Lemma 3.2.19 Sei B

+

= B

+

(G) die Menge aller Knoten � 2 V (Z

+

) mit d

e

(�) = 0. Das

Minimum von ' wird angenommen auf der Menge

T

+

(G) = fv 2 V (G) : v 2 �

+

\ � f

�

ur �

+

2 B

+

und � 2 V (Z

�

)g: (3.5)

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 6.6 in [Ha97℄. �

Die Menge B

+

entspriht den Zykeln in C

+

(G) (siehe Abshnitt 3.2.2.3).

Eine M

�

oglihkeit, weitere Knoten f

�

ur das FVS zu �nden, ohne die Graphen Z

+

und Z

�

nah dem Entfernen des Feedbakknotens neu zu konstruieren, bietet das folgende Lemma:

Lemma 3.2.20 Seien �

+

2 V (Z

+

) und �

�

2 V (Z

�

) zwei Zykel mit �

+

Æ �

�

. Besitzt �

+

einen Nahfolger in Z

+

und �

�

einen Vorg

�

anger in Z

�

, so ber

�

uhren sih diese Zykel ebenfalls.

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 5.6 und Abshnitt 6.4 in [Ha97℄. �

Es gen

�

ugt also, die Nahfolger/Vorg

�

anger der minimalen/maximalen Zykeln zu bestimmen,

die den aktuellen Feedbakknoten enthalten, und aus deren Shnitt einen weiteren Knoten

f

�

ur das FVS zu entnehmen. Falls auh die neuen Zykel Nahfolger bzw. Vorg

�

anger besitzen,

kann der Proze� fortgesetzt werden. Bilden die Knoten in Z

+

und Z

�

eine Kette wie in

Abbildung 3.5 i), so erlaubt es Lemma 3.2.20, ein FVS des Graphen zu konstruieren, ohne

die Graphen Z

+

und Z

�

erneut zu berehnen.

Auh im allgemeinen Fall kann der Aufwand f

�

ur die Neubestimmung von Z

+

und Z

�

nah dem Entfernen eines Feedbakknotens aus dem Graphen G beshr

�

ankt werden.

Bemerkung 3.2.21 Sei v

i

2 V (G

i

) mit '(v

i

; G) = '

min

(G

i

) ein Feedbakknoten entspre-

hend Algorithmus 3.9. Sei Z

+

i

die Menge aller Zykel �

+

2 V (Z

+

(G

i

)) mit v

i

2 Ext(�

+

) und

analog Z

�

i

die Menge aller Zykel �

�

2 V (Z

�

(G

i

)) mit v

i

2 Int(�

�

). Nah De�nition der mi-

nimalen (maximalen) Zykel sind f

�

ur deren Konstruktion nur die Teilgraphen von G

i

in deren

Inneren (

�

Au�eren) notwendig. Somit folgt: Z

+

i

� V (Z

+

(G

i+1

)) und Z

�

i

� V (Z

�

(G

i+1

)).

Sei v

i

ein Feedbakknoten entsprehend Algorithmus 3.9, und sei �

�

2 V (Z

�

(G

i

)) ein

maximaler Zykel mit v

i

2 V (�

�

). Nah Bemerkung 3.2.21 sind Vorg

�

anger von �

�

in Z

�

(G

i

)

ebenfalls in Z

�

(G

i+1

) enthalten und brauhen somit niht mehr bei der Neukonstruktion von

Z

�

(G

i+1

) betrahtet werden. F

�

ur �

+

2 V (Z

+

(G

i

)) mit v

i

2 �

+

sind diese Betrahtungen

niht relevant, da nah Lemma 3.2.19 �

+

keine Vorg

�

anger in Z

+

besitzt.

Eine Neukonstruktion der minimalen (maximalen) Zykeln beshr

�

ankt sih somit auf das

�

Au�ere (Innere) von �

+

(�

�

). Diese Mengen lassen sih weiter beshr

�

anken, da man nur

Zykel berehnen mu�, die f

�

ur die Bestimmung eines neuen Feedbakknotens n

�

otig sind.

Hierzu maht man sih klar, da� ein neukonstruierter Zykel in

[

[

�2S

+

Int(�)℄ n Int(�

+

); (3.6)
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3. Graphentheoretishe Grundlagen

der Vereinigung der abgeshlossenen Inneren aller Nahfolger von �

+

liegt. Dies folgt, da die

Nahfolger selbst Kandidaten f

�

ur Zykel in Z

+

i+1

sind. In dem Beispiel in Abbildung 3.2.2.6

ist der Bereih aus Gleihung 3.6 das Innere von �

4

.

Diese Menge kann weiter reduziert werden. Sei hierzu S

+

die Menge der Nahfolger von

�

i

und Pred(S

+

) die Menge der Vorg

�

anger von Zykeln in S

+

. Nah Bemerkung 3.2.21 sind

alle Zykel, die Vorg

�

anger eines Zykels in Pred(S

+

) sind, auh Zykel in Z

+

(G

i+1

). Somit

brauht man das Innere solher Zykel f

�

ur die Zykelkonstruktion niht zu betrahten. In

Abbildung 3.2.2.6 ist dies Int(�

2

), der f

�

ur das Update von Z

+

relevante Bereih ist in dem

entsprehenden Z

+

-Graphen angegeben.

ζ3

ζ2

ζ5

ζ4

ζ1

��
��
��

��
��
��

G

v

Z+

ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

1

i

3

4

5

2

Abbildung 3.7: Beispiel f

�

ur die Neukonstruktion von Z

+

F

�

ur den Graphen Z

�

gelten die obigen Aussagen analog. Die hierbei zu betrahtende

Menge ist

[

[

�2S

�

Ext(�)℄ n Ext(�

�

); (3.7)

wobei S

�

die Menge aller Nahfolger von �

�

in Z

�

(G

i

) ist.

F

�

ur die Konstruktion der Zykel selbst kann die Rekursion 3.1 genutzt werden, wobei le-

diglih die Menge der Knoten auf die angegebenen Bereihe reduziert wird. Gegebenenfalls

sind vorher die Markierungen der involvierten Knoten zu aktualisieren, da der Feedbak-

knoten aus dem Graphen entfernt wurde.

Nahdem die Zykel in den entsprehenden Gebieten (3.6) und (3.7) konstruiert wurden,

kann die Kanteninformation auf die gleihe Weise bestimmt werden, wie bei der erstmaligen

Konstruktion der Graphen.

Wie aus (3.6) und (3.7) folgt, ist auh f

�

ur die Neukonstruktion von Z

+

und Z

�

lediglih

ein lokaler Aufwand n

�

otig. Insgesamt gilt:

Bemerkung 3.2.22 Die Komplexit

�

at von Algorithmus 3.9 zur Bestimmung eines FVS

eines gegebenen, planaren Graphen G liegt in O(jGj).
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3.2.2.7. Graphen ohne OFD-Bedingung

Wesentlih f

�

ur die Absh

�

atzung der Kardinalit

�

at des durh Algorithmus 3.9 berehneten

FVS war die Eigenshaft, die Kanten eines Knotens entsprehend der OFD-Bedingung an-

ordnen zu k

�

onnen. Sollte diese Eigenshaft niht vorliegen, so l

�

a�t sih eine alternative

Anordnung gewinnen, falls der Graph gewihtet ist (siehe Abshnitt 3.1.3).

Sei G = (V;E;w

V

; w

E

) ein gewihteter Graph. Jedem Knoten v 2 V l

�

a�t sih eine Liste

(e

1

; : : : ; e

m

) von adjazenten, ausgehenden Kanten zuordnen, mit

w

E

(e

1

) � w

E

(e

2

) � � � � � w

E

(e

m

): (3.8)

Somit entspriht die Kante e

right

(v) = e

1

der ausgehenden Kante mit dem kleinsten Gewiht.

Analog handelt es sih bei der Kante e

left

(v) = e

m

um die ausgehende Kante mit dem

gr

�

o�ten Gewiht.

In (3.8) wurde lediglih von den Kantengewihten Gebrauh gemaht. Alternativ lassen

sih auh die Gewihte der Knoten in die De�nition der Anordnung einbeziehen. Die Liste

der adjazenten, ausgehenden Kanten (e

1

; : : : ; e

m

) sei dann de�niert durh:

w

E

(e

1

) + w

V

(v

1

) � w

E

(e

2

) +w

V

(v

2

) � � � � � w

E

(e

m

) + w

V

(v

m

); (3.9)

mit e

i

= (v; v

i

) mit 1 � i � m.

F

�

uhrt man einen entsprehend modi�zierten Algorithmus 3.9 mittels einer der Anord-

nungen (3.8) und (3.9) durh, so lassen sih allerdings die Ergebnisse bez

�

uglih der Gr

�

o�e

des berehneten FVS niht mehr

�

ubernehmen. Es handelt sih somit um einen heuristishen

Algorithmus.

41



3. Graphentheoretishe Grundlagen

42



4. Anordnungsalgorithmen

Viele Iterationsverfahren, wie z.B. die Gau�-Seidel-Iteration, sind abh

�

angig von der gew

�

ahl-

ten Anordnung der Unbekannten innerhalb des zu l

�

osenden Gleihungssystems. Insbesondere

bei den konvektionsdominanten Problemen, die Gegenstand dieser Arbeit sind, kann eine ge-

eignete Anordnung entsheidend zur Beshleunigung der Konvergenz der L

�

osungsverfahren

beitragen, wie die Ergebnisse in Kapitel 6 verdeutlihen.

In diesem Kapitel sollen die verwendeten Anordnungstehniken vorgestellt werden. Hier-

zu folgen zun

�

ahst in Abshnitt 4.1 De�nitionen im Zusammenhang mit Anordnungen bzw.

Permutationen. In Abshnitt 4.2 wird ein Algorithmus vorgestellt, der die Bandbreite oder

das Pro�l einer Matrix reduziert. Anshlie�end werden in Abshnitt 4.3 Algorithmen und

Anordnungen f

�

ur konvektionsdominante Probleme im R

2

und R

3

eingef

�

uhrt.

4.1. Permutationen und Permutationsmatrizen

Den Ausgangspunkt f

�

ur die zu berehnenden Anordnungen der Unbekannten stellt die, aus

der Diskretisierung des Modellproblems stammende Anordnung dar. Diese ist abh

�

angig von

der Triangulation des Gebietes und der Art der Verfeinerung der Gitter. Als Ergebnis der

Diskretisierung entsteht das Gleihungssystem

Ax = b; (4.1)

mit A = (a

ij

)

n

i;j=1

2 R

n�n

und b 2 R

n

.

F

�

ur die Umordnung der Unbekannten in diesem Gleihungssystem werden Permutatio-

nen und Permutationsmatrizen verwendet.

De�nition 4.1.1 Sei n 2 N. Eine bijektive Abbildung � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng hei�t

Permutation. Die durh � bestimmte Permutationsmatrix P = P

�

ist komponentenweise

de�niert durh:

P

ij

= Æ

�(i);j

:

Hierbei ist Æ

ij

das Kronekerdelta.
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4. Anordnungsalgorithmen

Das durh die Permutation � de�nierte, umgeordnete System ergibt sih durh Multi-

plikation mit der zugeh

�

origen Permutationsmatrix:

P AP

T

x

0

= P b;

wobei sih die urspr

�

unglihe L

�

osung von (4.1) durh x = P

T

x

0

ergibt. Die Permutation selbst

wird in den folgenden Abshnitten stets durh die Reihenfolge der Unbekannten angegeben,

in der diese im umgeordneten System auftreten sollen.

4.2. Bandbreitenreduktion

In diesem Abshnitt soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der der Beshleunigung von

direkten L

�

osungsverfahren f

�

ur Gleihungssysteme auf Basis der Gau�elimination dient, in-

dem die Anzahl der Rehenoperationen gesenkt wird. Abgesehen davon stellt er ein robustes

Instrument zur Beshleunigung von iterativen Verfahren dar.

De�nition 4.2.1 Sei n � 1 und A = (a

ij

)

n

i;j=1

2 R

n�n

. Bezeihne f

�

ur i � n

m

i

l

= maxfj < i : a

i;i�j

6= 0g und

m

i

u

= maxfj < i : a

i�j;i

6= 0g

die Abst

�

ande des am weitesten links bzw. oberhalb der Diagonale stehenden Nihtnullele-

mentes in jeder Zeile bzw. Spalte.

Die untere (obere) Semibandbreite von A ist de�niert als m

l

:= max

i�n

m

i

l

(m

u

:=

max

i�n

m

i

u

). Die Bandbreite von A ist m

l

+m

u

+ 1.

Besitzt A eine symmetrishe Besetztheitsstruktur, so stimmen m

l

und m

u

�

uberein. Die

Bandbreite von A ist entsprehend 2m+ 1. Desweiteren wird mit

P

n

i=1

(m

i

l

+ 1) das Pro�l

von A bezeihnet.

Da w

�

ahrend der Gau�elimination nur Eintr

�

age nah dem ersten Nihtnullelement einer Zeile

bzw. Spalte eliminiert werden m

�

ussen, f

�

uhrt eine kleine Bandbreite zu einer Verringerung

des Aufwandes der Gau�elimination. Aus den gleihen Gr

�

unden shlie�t man, da� ein kleines

Pro�l zu einer Aufwandsverringerung f

�

uhrt.

Im folgenden besitze die Matrix A eine symmetrishe Besetztheitsstruktur und sei G =

G(A) = (V;E) der (ungerihtete) Matrixgraph von A.

Ein Weg zur Reduktion der Bandbreite von A besteht darin, die Knoten von G in soge-

nannte Levelsets S

i

aufzuteilen. Dabei besteht S

1

nur aus einem Knoten, dem Startknoten.

Die Menge S

2

enth

�

alt alle Knoten, die zum Startknoten adjazent sind. Allgemein besteht

f

�

ur i > 2 die Menge S

i

aus allen Knoten, die zu Knoten in S

i�1

adjazent sind und niht in

S

i�2

[ S

i�1

enthalten sind. Das resultierende Verfahren ist in Algorithmus 4.1 dargestellt.

Wird A entsprehend der Reihenfolge der Mengen S

i

permutiert, also zuerst alle Knoten
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4.2. Bandbreitenreduktion

in S

1

, dann S

2

usw., erh

�

alt A eine Bloktridiagonalgestalt, wobei die Diagonalbl

�

oke den

Mengen S

i

entsprehen.

Ein auf diesem Grundalgorithmus beruhendes Verfahren wurde von Cuthill und MKee

(siehe Kapitel 8.4 in [DER86℄) vorgestellt, bei dem zus

�

atzlih die Knoten in den Mengen S

i

angeordnet werden. Hierzu w

�

ahlt man zuerst die Knoten, die adjazent zum ersten Knoten

der Menge S

i�1

sind, dann alle Knoten, die adjazent zum zweiten Knoten in S

i�1

sind usw.

Die Reihenfolge der Knoten ergibt sih, indem man die Menge S

i

= fv

1

; v

2

; : : : ; v

m

g mit der

Liste S

i

= (v

1

; v

2

; : : : ; v

m

) gleihsetzt.

Eingabe: Graph G = (V;E)

v := geeigneter Startknoten;

i := 1; S

1

= fvg;

while S

i

6= ; do

S

i+1

:= ;;

for all u 2 S

i

do

for all Nahbarknoten w von u do

if w noh niht besuht then S

i+1

:= S

i+1

[ fwg;

endfor; endfor;

i := i+ 1;

endwhile;

Algorithmus 4.1: Konstruktion der Levelsets

Wird die Reihenfolge der berehneten Permutation aus dem Verfahren von Cuthill und

MKee umgekehrt, gewinnt man oft eine Anordnung der Matrix mit einem kleineren Pro�l.

Der so entstehende Algorithmus wird Reverse Cuthill-MKee- oder kurz RCM-Algorithmus

genannt. In Abbildung 4.1 ist ein Beispiel f

�

ur die Anordnung einer Matrix mittels RCM

dargestellt. Der Startknoten ist hierbei der Knoten \1".
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angeordnete MatrixMatrixgraph

Abbildung 4.1: Beispiel f

�

ur Reverse Cuthill-MKee

Bemerkung 4.2.2 Der Lauf durh den Matrixgraphen im RCM-Algorithmus entspriht

einer Breitensuhe. Entsprehend betr

�

agt die minimale Anzahl von Kanten zwishen Knoten
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4. Anordnungsalgorithmen

in der Menge S

i

und dem Startknoten i� 1.

Innerhalb des RCM-Algorithmus ist die Wahl des Startknotens entsheidend f

�

ur die

Bandbreite der angeordneten Matrix. W

�

ahlt man in dem Beispiel von Abbildung 4.1 Kno-

ten \10" als Startknoten, so ergeben sih die Levelsets S

1

= f10g; S

2

= f7; 9; 13g; S

3

=

f4; 6; 8; 12; 16g; S

4

= f1; 3; 5; 11; 15; 17g und S

5

= f2; 14g. Die entsprehend angeordnete

Matrix ist in Abbildung 4.2 zu sehen. Deutlih erkennbar ist die gr

�

o�ere Bandbreite im

Vergleih zur Matrix in Abbildung 4.1.

10

7

9

13

4

6

8

12

16

1

3

5

11

15

17

2

14

Abbildung 4.2: Beispiel f

�

ur eine ung

�

unstige Wahl des Startknotens

Gesuht ist also ein Startknoten, der die Anzahl der Mengen S

i

maximiert und somit

die Kardinalit

�

at jedes einzelnen Levelsets minimiert. Ein iteratives Verfahren zum AuÆnden

eines geeigneten Knotens verwendet zun

�

ahst einen beliebigen Startknoten und konstruiert

zu diesem die Mengen S

i

. Dann wird f

�

ur alle Knoten v in der zuletzt konstruierten Menge

S

k

untersuht, ob eine Anwendung des RCM-Algorithmus mit v als Startknoten mehr als k

Mengen S

0

i

produziert. Ist dies der Fall, so wird das Verfahren mit diesem Knoten und den

Mengen S

0

i

wiederholt, bis keine Verbesserung mehr eintritt.

Dieser Algorithmus l

�

a�t sih kombinieren mit einem Verfahren, bei dem Knoten mit

minimalem Grad betrahtet werden. Hierzu w

�

ahlt man in der Menge S

k

nur den Knoten als

m

�

oglihen Kandidaten f

�

ur einen neuen Startknoten, der den kleinsten Grad aller Knoten in

S

k

besitzt. Auf diese Weise verringert sih der Aufwand f

�

ur die Suhe nah einem passenden

Startknoten. Man beahte aber, da� der von beiden Verfahren ermittelte Startknoten niht

notwendigerweise die optimale Wahl darstellt.

Algorithmus 4.2 fa�t die obigen Erl

�

auterungen zusammen. Dabei wird bei der Bestim-

mung eines passenden Startknotens von Bemerkung 4.2.2 Gebrauh gemaht, indem das

Maximum der minimalen Kantenzahl vom Startknoten zu allen Knoten im Graphen und

die dazugeh

�

orige Knotenmenge betrahtet wird, um die Anzahl der entstehenden Levelsets

zu berehnen.
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4.3. Anordnungsalgorithmen f

�

ur konvektionsdominante Probleme

proedure StartNode( G = (V;E) )

sei v 2 V (G); l

old

=1;

while true do

bfs( G, v ); l := maxfminimale Kantenzahl von v zu u : u 2 V (G) g;

if l > l

old

then

l

old

:= l;

v := Knoten u mit u:dist = l und d(u) = minfd(w) : w 2 V (G)g;

else

v ist passender Startknoten; return v;

endif;

endwhile; end;

Algorithmus 4.2: Bestimmung eines geeigneten Startknotens

Abshlie�end ist in Abbildung 4.3 die Anwendung des RCM-Algorithmus an einer Sy-

stemmatrix dargestellt, die sih aus der in Abshnitt 2.3 beshriebenen Diskretisierung der

Konvektions-Di�usions-Gleihung (2.1) ergibt. Zum Vergleih wurde die aus der Verfeine-

rung stammende Anordnung gegen

�

ubergestellt.

Abbildung 4.3: Matrix ohne und mit RCM-Anordnung

4.3. Anordnungsalgorithmen f

�

ur konvektionsdominante

Probleme

In diesem Abshnitt sollen Algorithmen vorgestellt werden, die speziell auf Probleme mit

starker Konvektion zugeshnitten sind. Den Ausgangspunkt bildet hierbei die Systemmatrix

A = A

C

+A

D

(siehe Abshnitt 2.3) bzw. deren Konvektionsanteil A

C

. Die wesentlihe Idee

der folgenden Algorithmen ist, die Unbekannten derart umzuordnen, da� ihre Anordnung

der Konvektionsrihtung folgt. Im Idealfall ergibt sih hierbei eine Dreieksmatrix, die in

einem Shritt gel

�

ost werden kann.

Zun

�

ahst werden in Abshnitt 4.3.1 die Graphen de�niert, die als Eingabe f

�

ur die An-

ordnungsalgorithmen genutzt werden. Dann erfolgt in Abshnitt 4.3.2 eine Vorstellung von
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4. Anordnungsalgorithmen

Algorithmen f

�

ur Probleme im R

2

. In Abshnitt 4.3.3 wird eine Methode eingef

�

uhrt, die es

erm

�

ogliht, diese 2D-Algorithmen auf Probleme im R

3

anzuwenden.

Einen anderen Ansatz als die in diesem Abshnitt vorgestellten Algorithmen bzw. Anord-

nungen, die jeweils Gebrauh von der Konvektionsrihtung mahen, �ndet man in [Tur92℄.

Dort werden vershiedene Strategien untersuht, die auf Gitteranordnungen beruhen.

4.3.1. Reduktion des Matrixgraphen

Ein erster Shritt in den folgenden Algorithmen besteht in der Konstruktion eines Graphen

aus der Matrix A. Hierzu werden die (gewihteten) Matrixgraphen G = G

W

(A) (siehe

auh Abshnitt 3.1.2 und 3.1.3) aufgestellt. Weiterhin maht man von der Beobahtung

Gebrauh, da� gro�e Au�erdiagonaleintr

�

age der Matrix A

C

Kanten im Gitter entsprehen,

die einen kleinen Winkel zu der Konvektionsrihtung einnehmen. Aufgrund der gew

�

ahlten

Diskretisierung fallen diese Gitterkanten mit Kanten in G zusammen und bilden somit die

Hauptinformationstr

�

ager f

�

ur die Konvektion. Aus diesem Grund wird der Graph auf sie

beshr

�

ankt.

Zur De�nition der reduzierten Graphen werden vershiedene Kantenmengen genutzt:

De�nition 4.3.1 Seien E

i

� E, i 2 f0; 1g, de�niert durh

E

0

= f(v

i

; v

j

) 2 E : a

ij

> �

0

a

ii

g; 0 < �

0

< 1; und

E

1

= f(v

i

; v

j

) 2 E : a

ij

> �

1

a

ji

g; 1 � �

1

:

Die Graphen G

i

= G

i

(G) = (V;E

i

), i 2 f0; 1g, seien die Untergraphen von G bzgl. der

Mengen E

i

.

Eine Kante e 2 E hei�t stark (bzgl. E

i

), falls e 2 E

i

und shwah, falls e 2 E nE

i

.

In De�nition 4.3.1 werden niht die Eintr

�

age von A

C

sondern von A betrahtet, da sih

die Beobahtungen

�

uber die gro�en Matrixeintr

�

age von A

C

unter der Voraussetzung einer

dominanten Konvektion auf A

�

ubertragen.

In den folgenden Abshnitten dient, sofern niht anders de�niert, stets einer der Graphen

G

i

als Eingabe f

�

ur die Graphenalgorithmen.

4.3.2. Anordnungen im R

2

Die Grundlage der in diesem Abshnitt vorgestellten Anordnungen bilden die Verfahren aus

Abshnitt 3.2.1 und 3.2.2 zur Bestimmung von Feedbakknoten. Dabei werden vershiedene

Strategien verfolgt. In Abshnitt 4.3.2.2 wird das berehnete FVS direkt genutzt, um die

Matrix geeignet umzuordnen. Dagegen werden in Abshnitt 4.3.2.3 die in Algorithmus 3.8

berehneten Zykel verwendet.
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4.3. Anordnungsalgorithmen f

�

ur konvektionsdominante Probleme

In Abshnitt 4.3.2.4 ist ein Verfahren angegeben, welhes einen gegebenen planaren

Graphen mit OFD-Bedingung vor der Anwendung eines der oben genannten Algorithmen

reduziert, indem benahbarte Knoten zusammengefa�t werden.

4.3.2.1. Ein Numerierungsalgorithmus

Ein wesentliher Bestandteil der folgenden Verfahren bildet Algorithmus 3.7, im folgenden

auh Numerierungsalgorithmus genannt. In Abshnitt 3.2.2.2 diente er der Bestimmung von

Knoten, die auf Zykeln liegen bzw. auf Pfaden zwishen Zykeln. Er l

�

a�t sih aber auh zur

Berehnung einer Anordnung verwenden, bei der die Matrix die folgende Gestalt annimmt:

0

B

�

F � �

0 C �

0 0 L

1

C

A

: (4.2)

Dabei sind F und L obere Dreieksmatrizen, die die Knoten mit Markierung F (von �rst)

und L (von last) beinhalten. Innerhalb des Blokes F werden die Knoten entsprehend der

Reihenfolge angeordnet in der sie beim Durhlauf des Numerierungsalgorithmus auftreten.

Im Blok L wird die Reihenfolge der Knoten mit Markierung L dagegen genau umgekehrt.

Der Blok C repr

�

asentiert shlie�lih alle Knoten mit Markierung C (von yli). Die Rei-

henfolge der Knoten in diesem Blok entspriht wieder der Reihenfolge ihres Auftretens

innerhalb des Numerierungsalgorithmus. Ist der Graph azyklish, vershwindet der Blok C

und die Matrix ist eine obere Dreieksmatrix.

In [BW97℄ ist ein sog. Downwind-Numbering-Verfahren beshrieben, welhes ein

�

ahnli-

hes Resultat wie der Numerierungsalgorithmus liefert: Ist der Matrixgraph der Systemma-

trix A azyklish, so kann A in Dreiekgestalt gebraht werden. Hierbei wird versuht, eine

maximale Anzahl von Knoten mit der Markierung L zu versehen. Dazu dient die Menge aller

Knoten ohne eingehende Kanten als Eingabe f

�

ur Prozedur SetMarks in Algorithmus 3.7.

In einem azyklishen Graphen gelingt auf diese Weise die Markierung aller Knoten. Besitzt

der Matrixgraph dagegen Zykel, so wird statt dessen der (azyklishe) Graph der starken

Zusammenhangskomponenten betrahtet (siehe De�nition 3.1.20). Diese Anordnung f

�

uhrt

allerdings zu einer feineren Blokung von A als in (4.2), da die Knoten einer Zusammen-

hangskomponente jeweils als Blok betrahtet werden.

4.3.2.2. Anordnungen mittels FVS

Bei einer Anordnung mittels FVS werden die Feedbakknoten in einem Blok zusammen-

gefa�t. Aufgrund der De�nition eines FVS F eines Graphen G ist der Restgraph G � F

azyklish. Fa�t man die Knoten in diesem Restgraphen ebenfalls zu einem Blok zusam-

men, so l

�

a�t sih dieser mit Hilfe des Numerierungsalgorithmus in eine obere Dreieksmatrix
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4. Anordnungsalgorithmen

umordnen. Insgesamt ergibt sih somit folgende Gestalt f

�

ur die Matrix:

 

F C

D

^

A

!

; (4.3)

wobei F den Blok mit den Feedbakknoten und

^

A den Blok mit den Knoten des Rest-

graphen darstellt. Ist der Blok F leer, so entspriht die entstehende Anordnung der durh

den Numerierungsalgorithmus berehneten Permutation. Ein Beispiel f

�

ur die Anwendung

der Anordnung mittels FVS �ndet sih in Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: Matrix ohne und mit FVS-Anordnung

F

�

ur die Bestimmung eines FVS kann einer der Algorithmen aus den Abshnitten 3.2.1

oder 3.2.2 genutzt werden. Da f

�

ur das heuristishe FVS-Verfahren lediglih der Matrixgraph

vorliegen mu�, kann eine auf diesem Algorithmus basierende Anordnungstehnik auh f

�

ur

Probleme aus dem R

3

genutzt werden, ohne die in Abshnitt 4.3.3 beshriebene Konstruk-

tion von 2D-Ober

�

ahen zu benutzen. In diesem Fall wird dann von einem globalen FVS

gesprohen.

In [RR96℄ ist eine Weiterentwiklung des Downwind-Numbering-Algorithmus aus Ab-

shnitt 4.3.2.1 beshrieben, welhe ebenfalls ein FVS zur Bestimmung einer geeigneten An-

ordnung benutzt. Im zyklishen Fall wird dabei allerdings niht der Graph der starken

Zusammenhangskomponenten betrahtet, sondern aus der Menge der Knoten mit Markie-

rung C geeignete Feedbakknoten bestimmt. Diese werden aus dem Graphen entfernt und

das Verfahren nah einer erneuten Bestimmung der Knotenmarkierungen wiederholt. Im

Gegensatz zu (4.3) erfolgt aber eine Trennung der Knoten, die in jedem Iterationsshritt

markiert werden.

4.3.2.3. Anordnungen mittels konzentrisher Zykel

Die in diesem Abshnitt beshriebene Anordnung nutzt die durh Algorithmus 3.8 bereh-

neten minimalen Zykel �

0

; : : : ; �

k

. Vor der Konstruktion eines Zykels wird in Algorithmus
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3.8 der Graph auf die Knoten reduziert, die auf Zykeln bzw. auf Pfaden zwishen Zykeln

liegen. Hierzu kann der Numerierungsalgorithmus 3.7 genutzt werden.

Seien F

i

und L

i

, 0 � i � k die Mengen der Knoten mit Markierung F bzw. L, die vor

der Konstruktion des Zykels �

i

durh den Numerierungsalgorithmus markiert werden. Die

nah dem Entfernen des letzten Zykels verbleibenden Knoten seien dann, entsprehend ihrer

Markierung durh den Numerierungsalgorithmus, in den Mengen F

k+1

und L

k+1

enthalten.

Seien weiterhin C

i

= V (�

i

) mit 0 � i � k die Mengen der Knoten auf den minimalen

Zykeln. Die Anordnung der Knoten innerhalb der Mengen F

i

, L

i

und C

i

entsprehe der

in Abshnitt 4.3.2.1 beshriebenen Sortierung. In der Matrix A

C

f

�

uhrt dies zu zyklish

bidiagonalen Bl

�

oken C

i

. In A

C

+ A

D

nehmen die Bl

�

oke C

i

eine zyklish tridiagonale

Gestalt an.

Die entstehenden Mengen F

i

, L

i

und C

i

k

�

onnen au�erdem untereinander vershieden

angeordnet werden. M

�

oglihe Beispiele sind

F

0

; : : : ; F

k+1

; C

0

; : : : ; C

k

; L

k+1

; : : : ; L

0

(4.4)

oder

F

0

; C

0

; F

1

; C

1

: : : ; F

k

; C

k

; F

k+1

; L

k+1

; : : : ; L

0

:

In Abbildung 4.5 ist die Anordnung (4.4) in einem Beispiel dargestellt.

Abbildung 4.5: Matrix ohne und mit Anordnung mittels konzentrisher Zykel

Wie in Abshnitt 4.3.2.2, so gilt auh bei der Anordnung mittels konzentrisher Zy-

kel: Bei einem azyklishen Graphen entspriht die entstehende Anordnung der durh den

Numerierungsalgorithmus berehneten Permutation.

4.3.2.4. Planare Reduktion

Ist der GraphG = G

w

(A) = (V;E;w

V

; w

E

) planar und erf

�

ullt zus

�

atzlih die OFD-Bedingung

(siehe De�nition 3.2.9), so l

�

a�t sih der Graph reduzieren. Die Idee hierbei ist, die \Struktur"
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des Graphen, die durh die Konvektion de�niert wird, mit wenigen Knoten zu harakteri-

sieren. So

�

ubertr

�

agt sih etwa eine kreisf

�

ormige Konvektion auf den Graphen in Abbildung

4.6 (links), dort als konzentrishe Zykel erkennbar. Die Information

�

uber die Konvekti-

on l

�

a�t sih in einem einzigen Zykel ausdr

�

uken. Hierzu fa�t man Knoten, die durh eine

shwahe Kante, normal zur Konvektion, miteinander verbunden sind, zu einem Knoten

zusammen (Abbildung 4.6, rehts). Bei diesem Vershmelzen der Knoten darf allerdings die

OFD-Bedingung niht verletzt werden.

planerer Graph reduzierter Graph

Abbildung 4.6: Planare Reduktion

F

�

ur eine allgemeine De�nition der planaren Reduktion sei G

r

= (V;E

r

) einer der re-

duzierten Graphen aus De�nition 4.3.1 und v; u 2 V Knoten, die in G durh shwahe

Kanten (v; u); (u; v) 2 E n E

r

miteinander verbunden sind. Der Graph G

0

r

, der durh das

Vershmelzen der Knoten v und u aus G

r

entsteht, sei de�niert durh:

V (G

0

r

) = V � fug und

E(G

0

r

) =

h

E

r

\

�

V (G

0

r

)� V (G

0

r

)

�i

[E

0

;

wobei

E

0

= f(v; w) : (u;w) 2 E

r

g [ f(w; v) : (w; u) 2 E

r

g:

Man beahte, da� nur Knoten zusammengefa�t werden, die durh eine shwahe Hin- und

R

�

ukkante miteinander verbunden sind.

Aufgrund der Konstruktion von G

0

r

folgert man, da� mit G

r

auh G

0

r

ein planarer Graph

ist, womit eine Eigenshaft f

�

ur die Anwendung der Algorithmen in Abshnitt 3.2.2 beste-

hen bleibt. F

�

ur den Erhalt der OFD-Bedingung in G

0

r

sind in der folgenden Bemerkung

hinreihende Kriterien aufgelistet.

Bemerkung 4.3.2 G

0

r

erf

�

ullt die OFD-Bedingung falls die Knoten v und u eine der fol-

genden Bedingungen erf

�

ullen:
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i) In dem Graphen G

r

[ f(v; u); (u; v)g gilt:

(e

left

(v) = (v; u) und e

right

(u) = (u; v))

oder

(e

right

(v) = (v; u) und e

left

(u) = (u; v)):

ii) Falls d

e

(u;G

r

) = 0 dann erf

�

ullt v in G

r

[ f(v; u)g die OFD-Bedingung.

iii) Falls d

a

(u;G

r

) = 0 dann erf

�

ullt v in G

r

[ f(u; v)g die OFD-Bedingung.

In Abbbildung 4.7 sind die Bedingungen i) und iii) an einem Beispiel dargestellt.

Situation i)

Situation iii)

v

u

v

v

u

v

Abbildung 4.7: Beispiele f

�

ur das Vershmelzen von Knoten

Nah De�nition der OFD-Bedingung lie�en sih die zu v in G

r

adjazenten Kanten

(e

1

; : : : ; e

m

; : : : ; e

k

) nah ihrem Winkel zu einer festen Ahse ordnen, wobei e

right

(v) = e

1

und e

left

(v) = e

m

. Diese Anordnung ie�t in eine weitere Bedingung f

�

ur das Vershmelzen

der Knoten, da die inzidierende, shwahe Kante normal zur Konvektion liegen soll. Somit

folgt, da� die Kante (v; u) (bzw. (u; v)) zwishen den Kanten e

m

und e

m+1

(linker Sektor)

oder zwishen e

k

und e

1

(rehter Sektor) liegen mu� (siehe auh Abbildung 4.8). Weiterhin

wird die Anzahl der Knoten, die mit v zusammengefa�t werden, auf maximal einen zu v

adjazenten Knoten pro Sektor beshr

�

ankt. In dem Beispiel in Abbildung 4.8 folgt somit, da�

h

�

ohstens ein Knoten l

i

und ein Knoten r

i

mit v zusammengefa�t werden k

�

onnen. Da durh

die Vershmelzung mit einem Nahbarn neue, shwahe, mit v inzidente Kanten entstehen

k

�

onnen, wird dieser gesamte Proze� erneut auf v angewandt.

Sei V (v) = fr

t

; : : : ; r

1

; v; l

1

; : : : ; l

z�1

; l

z

g die Menge aller Knoten (plus v), die mit v

vershmolzen wurden. Hierbei seien r

i

die Knoten, die im rehten Sektor reduziert wurden

entsprehend ihrer Reihenfolge (r

1

der erste Knoten usw.). Analog seien l

i

die Knoten, die im

linken Sektor mit v vershmolzen wurden. Diese Knotenmenge repr

�

asentiert einen Blok in
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der Matrix A, indem die Knoten entsprehend ihres Zusammenhangs

�

uber shwahe Kanten

angeordnet werden. Es ergibt sih somit die Reihenfolge: r

t

; : : : ; r

1

; v; l

1

; : : : ; l

z

.

l 2

l1

em e1

r1

r
2

ekem+1

rechter
Sektor

linker
Sektor v

Abbildung 4.8: Zul

�

assige Knoten f

�

ur das Vershmelzen

Nahdem in G

r

alle Knoten durh obige Konstruktion mit ihren Nahbarn zusammen-

gefa�t wurden, ergibt sih ein planarer Graph, der die OFD-Bedingung erf

�

ullt. Auf diesen

Graphen l

�

a�t sih einer der beshriebenen Anordnungsalgorithmen (FVS oder mit kon-

zentrishen Zykeln) anwenden. Allerdings ist die resultierende Anordnung niht eindeutig,

sondern abh

�

angig von der Reihenfolge der Knoten innerhalb des Vershmelzungsalgorith-

mus. Ein Beispiel f

�

ur die Anwendung der planaren Reduktion �ndet sih in Abbildung 4.9.

Die \Grundstruktur" des Graphen entspriht dabei der in Abbildung 4.6 gezeigten Struk-

tur. Nah der Reduktion wurde ein FVS-Algorithmus genutzt, um eine Anordnung f

�

ur die

Matrix zu berehnen. Das Ergebnis ist ebenfalls dargestellt.

Abbildung 4.9: Graph vor und nah planarer Reduktion und angeordnete Matrix

4.3.3. Anordnungen im R

3

Mit der in diesem Abshnitt diskutierten Tehnik soll versuht werden, innerhalb eines

dreidimensionalen Gebietes zweidimensionale Ober

�

ahen zu konstruieren, die die Struktur
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der Konvektion wiedergeben. Auf diese Ober

�

ahen k

�

onnen dann die Anordnungstehniken

aus Abshnitt 4.3.2 angewandt werden.

4.3.3.1. Ober

�

ahen in Tetraedergittern

Im folgenden wird stets ein Tetraedergitter T = T (V;E; F ) mit einer Knotenmenge V (T ),

einer Kantenmenge E(T ) und einer Menge von Dreieks

�

ahen F (T ) betrahtet.

Zun

�

ahst eine De�nition bez

�

uglih der verwendeten Notation.

De�nition 4.3.3 i) Zwei Fl

�

ahen f; g 2 F (T ) hei�en benahbart, falls sie eine gemeinsa-

me Kante e 2 E(T ) besitzen: f \ g = e. Man sagt auh, die Fl

�

ahen f und g sind mit

der Kante e verbunden.

ii) Sei e 2 E(T ). Der Grad d(e) von e sei de�niert als die Anzahl der Fl

�

ahen in T , die

mit e verbunden sind: d(e) := jff 2 F (T ) : e \ f 6= ;gj.

In der folgenden De�nition sind die grundlegenden Eigenshaften von Ober

�

ahen als

Teilmenge des Tetraedergitters zusammengefa�t.

De�nition 4.3.4 Sei S � T . S hei�t Ober

�

ahe, falls die folgenden Bedingungen erf

�

ullt

sind:

i) F

�

ur alle e 2 E(S) gilt: d(e) � 2.

ii) F

�

ur alle f; g 2 F (S) existieren Fl

�

ahen f

0

; : : : ; f

k

2 F (S) mit f = f

0

, g = f

k

und f

�

ur

alle 0 � i � k � 1 gilt: f

i

und f

i+1

sind benahbart.

iii) F

�

ur alle f; g 2 F (S) mit einem gemeinsamen Knoten v existieren Fl

�

ahen f

0

; : : : ; f

k

2

F (S) mit f = f

0

, g = f

k

, f

i

und f

i+1

sind benahbart f

�

ur alle 0 � i � k � 1 und

v 2

T

k

i=0

f

i

.

Der Graph einer Ober

�

ahe G(S) wir durh die Knoten und Kanten von S gebildet:

G(S) = (V (S); E(S)).

Bedingung (i) verhindert, da� mit jeder Kante mehr als 2 Fl

�

ahen verbunden sind und

sih die Ober

�

ahe damit in mehr als einer Ebenen ausbreitet. Bedingung (ii) sorgt f

�

ur

den Zusammenhang der Ober

�

ahe

�

uber Kanten und Bedingung (iii) shlie�t \L

�

oher"

in der Ober

�

ahe aus. In Abbildung 4.10 sind ein Beispiel f

�

ur eine Ober

�

ahe und drei

Gegenbeispiele angegeben, wobei in den Gegenbeispielen (i) - (iii) die jeweilige Bedingung

aus De�nition 4.3.4 verletzt ist.

Zus

�

atzlih zu den in De�nition 4.3.4 angegebenen Eigenshaften einer Ober

�

ahe wird

im folgenden auh stets von deren Orientierbarkeit ausgegangen. Gemeint ist hierbei die

M

�

oglihkeit, einer Ober

�

ahe eine eindeutige obere und untere Seite zuweisen zu k

�

onnen.
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Oberfläche (i) (ii) (iii)

Abbildung 4.10: Ein Beispiel f

�

ur eine Ober

�

ahe und drei Gegenbeispiele

Hierdurh sind Strukturen

�

ahnlih einem M

�

obiusband ausgeshlossen. Der Grund f

�

ur diese

Forderung liegt in der Anwendbarkeit der Algorithmen aus Abshnitt 3.2.2, die die Pla-

narit

�

at der betrahteten Graphen zugrundelegen. Da durh die Orientierbarkeit eine Ein-

bettung in den R

2

gelingt, l

�

a�t sih hierdurh die Planarit

�

at des Graphen der Ober

�

ahe

siherstellen. Eine algorithmishe Betrahtung zum Test der Orientierbarkeit einer Ober-



�

ahe �ndet man in Abshnitt 4.3.3.4.

4.3.3.2. Flu�ober

�

ahen

Im folgenden sollen orientierbare Ober

�

ahen de�niert werden, die die Hauptinformation

�

uber den Flu� tragen, die sogenannten Flu�ober

�

ahen. Der Grundgedanke dabei ist, der

Rihtung der Konvektion im Mittelpunkt einer Kante zu folgen und ihr so ein \geeignetes",

adjazentes Dreiek zuzuordnen. Die Konvektionsrihtung b : R

3

! R

3

mu� hierf

�

ur explizit

vorliegen.

De�nition 4.3.5 Sei e 2 E(T ) und seien v; u 2 V (T ) die Endpunkte von e. Bezeihne

m = m(e) =

1

2

(v + u) den Mittelpunkt der Kante e.

Seien � 2 R

>0

und � 2 [0; �℄. Man nennt e stark, falls f

�

ur die Konvektionsrihtung b im

Kantenmittelpunkt gilt: kb(m)k

2

> �. Im Fall kb(m)k

2

� � hei�t e auh shwah. Gilt f

�

ur

den Winkel zwishen e und b(m): ℄(e; b(m)) < � f

�

ur ein � 2 [0;

�

2

℄, so bezeihnet man e als

u�parallel.

Sei

~

E(T ) � E(T ) die Menge aller starken Kanten mit einem Grad gr

�

o�er als 1. Weiter

sei

~

E

1

(T ) �

~

E(T ) die Menge aller niht u�parallelen Kanten in

~

E(T ) und

~

E

2

(T ) =

~

E(T ) n

~

E

1

(T ).

Im folgenden wird jeder Kante in

~

E durh die Funktionen '

f

; '

b

:

~

E

1

(T ) ! F (T ) und

'

p

:

~

E

2

(T )�F (T )! F (T ) mittels der Konvektionsrihtung ein mit e verbundenes Dreiek

zugewiesen. Die Indizes f, b und p stehen dabei f

�

ur forward, bakward und parallel und
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entsprehen der Rihtung, in der der Konvektion gefolgt wird (vorw

�

arts und r

�

ukw

�

arts)

bzw. der Art der Kante (u�parallel).

Zur De�nition von '

f

, '

b

und '

p

sei  2 [0;

�

2

). F

�

ur eine Kante e 2

~

E

1

(T ) sei '

f

(e) de�-

niert als die mit e verbundene Fl

�

ahe, die den kleinsten Winkel zur Ebene einnimmt, die von

e und der Konvektionsrihtung b(m(e)) aufgespannt wird. Vorausgesetzt wird hierbei, da�

dieser Winkel kleiner ist als . Entsprehend ist '

b

(e) de�niert als die Fl

�

ahe, die den klein-

sten Winkel zu der von e und der negativen Konvektionsrihtung �b(m(e)) aufgespannten

Ebene einnimmt, sofern dieser kleiner als  ist.

Man beahte, da� die Rihtung der Konvektion (positiv oder negativ) entsheidend in

die Berehnung des Winkels � zwishen der Dreieks

�

ahe und der jeweiligen Ebene eingeht,

da hierf

�

ur sowohl � als auh � � � in Frage kommen. In Abbildung 4.11 ist ein Beispiel

angegeben. Der Winkel zwishen b(m(e)) und f betr

�

agt dort 0 und somit ist '

f

(e) = f .

Dagegen nimmt der Winkel zwishen b(m(e)) und g den Wert � an bzw. ist 0 zwishen

�b(m(e)) und g, womit '

b

(e) = g folgt.

b(m(e))

e -b(m(e))

f

g

Abbildung 4.11: Beispiel f

�

ur '

f

und '

b

F

�

ur Kanten e 2

~

E

2

(T ) ist die De�nition einer Ebene zwishen e und b(m(e)) aus nume-

risher Siht niht sinnvoll oder niht eindeutig. Aus diesem Grunde wird der Wert von

'

p

(e; g) bez

�

uglih einer mit e verbundenen Fl

�

ahe g 2 F (T ) de�niert und sei die mit

e verbundene Dreieks

�

ahe, f

�

ur deren Winkel � zu g gilt: j� � �j �  und j� � �j =

minfj� � ℄(g; f)j; f ist mit e verbundeng. Dabei ist der maximale Winkel zwishen den

durh die Dreieks

�

ahen de�nierten Ebenen gemeint. Das Beispiel in Abbildung 4.11 ver-

deutliht diese De�nition. Darin gilt: '

p

(e; g) = f .

Durh die Funktionen '

f

; '

b

und '

p

l

�

a�t sih die Menge der Dreieke im Tetraedergitter

einshr

�

anken. Sei hierzu

~

F

f

(T ) = '

f

(

~

E

1

(T ))

~

F

b

(T ) = '

b

(

~

E

1

(T ))

~

F

p

(T ) = '

p

(

~

F

f

(T )�

~

E

2

(T )) [ '

p

(

~

F

b

(T )�

~

E

2

(T )):
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Die Menge

~

F (T ) =

~

F

f

(T ) [

~

F

b

(T ) [

~

F

p

(T ) (4.5)

l

�

a�t sih nah obigen De�nitionen als die Menge der \im Flu� liegenden" Dreieke betrahten

und bildet die Grundlage f

�

ur die Flu�ober

�

ahen.

De�nition 4.3.6 Sei � 2 [0; �℄ und sei S � T eine orientierbare Ober

�

ahe mit F (S) �

~

F (T ). S hei�t Flu�ober

�

ahe mit minimalen Winkel �, falls f

�

ur alle Kanten e 2 E(S) und

mit e verbundenen Dreieks

�

ahen f; g 2 F (S) gilt: ℄(f; g) � �.

4.3.3.3. Konstruktion der Flu�ober

�

ahen

Die einzelnen Funktionen '

f

; '

b

und '

p

werden im folgenden zu einer Flu�funktion ' :

~

E(T )� F (T )! F (T ) zusammengefa�t:

'(e; f) =

8

<

:

'

p

(e; f) ; e 2

~

E

2

(T )

'

f

(e) ; e 2

~

E

1

(T ) und ℄('

f

(e); f) > ℄('

b

(e); f)

'

b

(e) ; sonst

(4.6)

Die Konstruktion einer Flu�ober

�

ahe ist in Algorithmus 4.3 dargestellt. Hierbei werden,

ausgehend von einer gegebenen Kante e 2

~

E

1

(T ), mittels ' sukzessive Dreieks

�

ahen an

die Ober

�

ahe angef

�

ugt, wobei die Eigenshaft einer Flu�ober

�

ahe erhalten bleiben soll.

Eine m

�

oglihe Implementierung f

�

ur diesen Test ist in Abshnitt 4.3.3.4 angegeben.

proedure Surfae( e, f , S )

g := '(e; f);

if g 62 S und S [ fgg ist eine Flu�ober

�

ahe then

S := S [ fgg;

for all Kanten e

0

6= e in g do Surfae(e

0

,g,S);

endif; end;

Algorithmus 4.3: Algorithmus zur Konstruktion einer Flu�ober

�

ahe

Algorithmus 4.3 kann benutzt werden, um das gesamte Gitter T in disjunkte Flu�ober-



�

ahen zu zerlegen. Das entstehende Verfahren ist in Algorithmus 4.4 angegeben.

proedure Deompose( T )

i := 0;

while

~

E

1

(T ) 6= ; do

sei e 2

~

E

1

(T ) mit f = '

f

(e) 2

~

F (T );

S

i

= ffg;

for all Kanten e

0

in f do Surfae( e

0

, f , S

i

);

l

�

oshe alle Dreieks

�

ahen in T die mindestens einen Knoten in S

i

besitzen;

i := i+ 1;

endwhile; end;

Algorithmus 4.4: Algorithmus zur Zerlegung von T in Flu�ober

�

ahen
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Ein Beispiel f

�

ur die Anwendung von Algorithmus 4.4 �ndet sih in Abbildung 4.12. Auf

den konstruierten Flu�ober

�

ahen wurden anshlie�end Anordnungen mittels konzentrisher

Zykel (siehe Abshnitt 4.3.2.3) und FVS (siehe Abshnitt 4.3.2.2) berehnet. Die permutier-

ten Matrizen sind ebenfalls dargestellt. Dabei wurde die Blokung der Matrix, die von der

Aufteilung der Unbekannten durh die Flu�ober

�

ahen herr

�

uhrt, ebenfalls dargestellt.

Abbildung 4.12: Konstruierte Flu�ober

�

ahen und Anordung mittels Zykel und FVS

4.3.3.4. Implementierung

Orientierung einer Ober

�

ahe

In Abshnitt 4.3.3.1 wurde auf die Orientierbarkeit einer Ober

�

ahe als wihtige Forde-

rung f

�

ur die Anwendbarkeit der Algorithmen in Abshnitt 3.2.2 hingewiesen. Die folgende

De�nition gibt eine M

�

oglihkeit an, diese Bedingung algorithmish siherzustellen.

De�nition 4.3.7 Sei f 2 F (T ) und seien v

0

; v

1

; v

2

2 V (T ) mit v

0

; v

1

; v

2

2 f die drei

Ekpunkte von f . Eine Orientierung von f sei de�niert durh eine Permutation (i

0

; i

1

; i

2

)

von (0; 1; 2). Bezeihne o(f) diese Permutation.

Sei S � T eine Ober

�

ahe. S ist orientierbar, falls f

�

ur alle f; g 2 F (S) mit f und g sind

benahbart und o(f) = (i

0

; i

1

; i

2

) und o(g) = (j

0

; j

1

; j

2

), gilt:

9 l; k 2 f0; 1; 2g : v

i

l

= v

j

k

und (v

i

l+1

= v

j

k�1

oder v

i

l�1

= v

j

k+1

): (4.7)

Dabei ist die Addition bzw. Subtraktion in den Indizes modulo 3 zu verstehen.

Bedingung (4.7) gibt an, da� die Anordnung der Ekpunkte der Dreieks

�

ahen f und g

bez

�

uglih der jeweiligen Orientierung entgegengesetzt ist (siehe auh Abbildung 4.13). Durh

die Orientierung eines Dreieks ist eine

�

au�ere bzw. innere Normalenrihtung gegeben, etwa

durh das Vektorprodukt (v

i

0

�v

i

1

)� (v

i

2

�v

i

1

). Somit lassen sih die bereits angesprohene

Unter- bzw. Oberseite des Dreieks und der gesamten Ober

�

ahe angeben.
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Abbildung 4.13: Beispiel f

�

ur eine Orientierung benahbarter Dreieke

Innerhalb von Algorithmus 4.3 wird dem Anfangsdreiek eine beliebige Orientierung

zugewiesen. Jede neue Dreieks

�

ahe erh

�

alt dann eine Orientierung in Abh

�

angigkeit von

dem zuletzt besuhten Dreiek, entsprehend der De�nition einer orientierbaren Ober

�

ahe.

Nah Konstruktion der gesamten Flu�ober

�

ahe l

�

a�t sih shlie�lih mittels De�nition 4.3.7

�

uberpr

�

ufen, ob die einzelnen Orientierungen der Dreieke passend sind.

Test auf Flu�ober

�

ahe

Im folgenden seien f

�

ur alle Kanten e 2 E(T ) Datenfelder noOfFaes angenommen, die die

Anzahl der mit e verbundenen Dreieke innerhalb einer Flu�ober

�

ahe speihern. Analog

gebe es f

�

ur alle Knoten v 2 V (T ) bool'she Datenfelder inSurfae, die true sind, falls v in

einer Flu�ober

�

ahe enthalten ist.

Seien e die Kante und g das Dreieke aus Algorithmus 4.3. Hinreihend f

�

ur \S [ fgg ist

eine Flu�ober

�

ahe" in Algorithmus 4.3 sind die folgenden Bedingungen:

i) f

�

ur alle Kanten e

0

6= e von g gilt: e

0

:noOfFaes < 2,

ii) es existiert eine Kante e

0

6= e von g mit e

0

:noOfFaes = 1 oder f

�

ur alle Knoten v in g

mit v 62 e gilt: v:inSurfae = false und

iii) f

�

ur alle Kanten e

0

6= e von g mit e

0

:noOfFaes = 1 gilt: f

�

ur das mit e

0

verbundene

Dreiek f 6= g gilt: ℄(f; g) � �.

Bedingung i) entspriht der Bedingung i) aus De�nition 4.3.4. Die Bedingung ii) sorgt

f

�

ur die Einhaltung der Bedingungen ii) und iii) aus De�nition 4.3.4. Bedingung iii) ist eine

direkte Umsetzung der Winkelbedingung f

�

ur Flu�ober

�

ahen.

Man beahte, da� Bedingung ii) auh f

�

ur die Orientierbarkeit der konstruierten Flu�-

ober

�

ahe sorgt. Dies folgt aus der Eigenshaft, da� alle Mengen S aus Algorithmus 4.3

w

�

ahrend der Konstruktion Ober

�

ahen sind und somit jedem neuen Dreiek eine geeignete

Orientierung zugewiesen werden kann.

Dies bedeutet aber zugleih auh eine Einshr

�

ankung der konstruierten Flu�ober

�

ahen.

Strukturen wie B

�

ander sind ausgeshlossen, da hierzu zum Shlie�en der Ober

�

ahe w

�

ahrend

der Konstruktion ein Dreiek angef

�

ugt werden mu�, wobei ein Knoten des neuen Dreieks
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4.3. Anordnungsalgorithmen f

�

ur konvektionsdominante Probleme

bereits in der Ober

�

ahe enthalten ist. Hierdurh ist aber Bedingung ii) verletzt. Diese

Situation ist in Abbildung 4.14 dargestellt.

Dreieck
neues

Knoten bereits in Oberfläche

Abbildung 4.14: Situation beim Shlie�en einer Ober

�

ahe
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5. Iterationsverfahren

In diesem Kapitel sollen die in dieser Arbeit verwendeten Iterationsverfahren vorgestellt

werden. Zum Einsatz kommen hierbei nihtlineare Verfahren auf Basis der konjugierten

Gradienten. Diese geh

�

oren, neben den Mehrgitterverfahren, zu den am shnellsten konver-

gierenden Verfahren zur L

�

osung von gro�en, shwahbesetzten Gleihungssystemen.

Nahdem in Abshnitt 5.1 einige Begri�e eingef

�

uhrt werden, erfolgt in Abshnitt 5.2 eine

Vorstellung der Gau�-Seidel-Iteration. Diese wird in den L

�

osungsiterationen als Pr

�

akondi-

tionierer verwendet. Anshlie�end werden in Abshnitt 5.3 das BiCG-Stab-Verfahren und

in Abshnitt 5.4 das GMRES-Verfahren vorgestellt.

5.1. Allgemeines

Das durh die Iterationsverfahren zu l

�

osende System sei im folgenden stets

Ax = b;

mit regul

�

arem A 2 R

n�n

und b 2 R

n

.

Um die Spektraleigenshaften der Systemmatrix und somit auh das Konvergenzverhal-

ten einiger Iterationsverfahren zu verbessern, wird h

�

au�g ein Pr

�

akonditionierer verwendet.

Dies ist eine regul

�

are Matrix W = W

1

W

2

2 R

n�n

. Dabei wird W so gew

�

ahlt, da� sie

eine Approximation von A darstellt, sih aber einfaher invertieren l

�

a�t, z.B. entspriht

in der Jaobi-Pr

�

akonditionierung W der Diagonalen von A. Das mittels W transformierte

Gleihungssystem lautet shlie�lih:

W

�1

1

AW

�1

2

(W

2

x) =W

�1

1

b:

Durh die Zerlegung von W in W

1

und W

2

lassen sih zus

�

atzlihe Forderungen an das neue

System erf

�

ullen. Sind etwa A und W symmetrish, so l

�

a�t sih durh die Wahl W

1

= W

T

2

diese Eigenshaft auh auf die Matrix W

�1

1

AW

�1

2

�

ubertragen.
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5.2. Die Gau�-Seidel-Iteration

Die untershiedlihen Varianten der Gau�-Seidel-Iteration basieren auf einer Zerlegung der

Matrix A in

A = D �E � F; (5.1)

wobei D den Diagonalanteil von A bildet und E und F strikte untere bzw. obere Dreieks-

matrizen sind. Ein Shritt der Iteration ist durh die Vorshrift

x

i+1

= x

i

� #W

�1

(Ax

i

� b) (5.2)

de�niert, wobei der Parameter # 2 R einer geeigneten D

�

ampfung der Korrektur dient.

Die Matrix W ist durh die einzelnen Varianten der Gau�-Seidel-Iteration bestimmt. Das

Vorw

�

arts-Gau�-Seidel-Verfahren ergibt sih durh die Wahl

W

FGS

= D �E;

w

�

ahrend die Matrix

W

BGS

= D � F

der R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Iteration entspriht. F

�

uhrt man jeweils einen Vorw

�

arts- und

einen R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Shritt aus, so ergibt sih das symmetrishe Gau�-Seidel -

Verfahren. Die Matrix W aus (5.2) entspriht hierbei der Matrix

W

SGS

= (D �E)D

�1

(D � F ):

Bei den obigen Iterationen spriht man auh von der punktweisen Gau�-Seidel-Iteration.

Besitzt die Matrix A eine Blokstruktur und sind die Matrizen D, E und F in der Zerlegung

(5.1) als Blokdiagonale bzw. untere und obere Blokdreieksmatrizen gew

�

ahlt, so ergibt sih

die Blok-Gau�-Seidel -Iteration.

Betrahtet man die in Kapitel 4 vorgestellten Anordnungen f

�

ur die Matrix A, so wird

eine Eignung einzelner Gau�-Seidel-Varianten f

�

ur die vershiedenen Anordnungen deutlih.

Dies betri�t sowohl den Einsatz als L

�

oser, Pr

�

akonditionierer oder als Gl

�

atter in einer Mehr-

gitteriteration.

Ist der Graph der Matrix A azyklish, so ergibt sih durh den Numerierungsalgorith-

mus eine Anordnung, die A zu einer oberen Dreieksmatrix umordnet (siehe Abshnitt

4.3.2.1). Hierf

�

ur bietet sih die R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Iteration an. Auh bei der Anord-

nung mittels FVS (siehe Abshnitt 4.3.2.2) entsteht eine Anordung von A, f

�

ur die sih die

R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Iteration eignet, sofern das FVS des Graphen klein ist. Hier wird

auh die Notwendigkeit f

�

ur Verfahren zur Bestimmung von minimalen bzw. sehr kleinen

FVSs deutlih.

Das symmetrishe Blok-Gau�-Seidel-Verfahren ist hingegen f

�

ur die Anordnung mittels

konzentrisher Zykel (siehe Abshnitt 4.3.2.3) zu empfehlen, da hierbei tridiagonale Diago-

nalbl

�

oke entstehen. Diese k

�

onnen jeweils eÆzient gel

�

ost werden.
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5.3. Das BiCG-Stab-Verfahren

5.3. Das BiCG-Stab-Verfahren

F

�

ur positiv de�nite Systeme ist dasVerfahren der konjugierten Gradienten oder CG-Verfahren

(siehe [Ha93℄) als L

�

osungsverfahren eine geeignete Wahl. Ein Grund hierf

�

ur liegt in der Mi-

nimierung der Fehlernorm

kx� x

i

k

A

in jedem Iterationsshritt. Bei nihtsymmetrishen Systemen verliert man allerdings diese

Minimierungseigenshaft. Ist die Systemmatrix A niht positiv de�nit, so de�niert k � k

A

keine Norm und eine Minimierung von kx� x

i

k

A

ist wenig sinnvoll.

Innerhalb der CG-Iteration lassen sih das aktuelle Residuum r

i

und die Suhrihtung p

i

jeweils durh Polynome vom Grad kleiner oder gleih i ausdr

�

uken. Diese Polynome erf

�

ullen

�

ahnlihe Orthogonalit

�

atsbedingungen wie die Vektoren r

i

und p

i

bez

�

uglih einer geeigneten

Bilinearform. Durh eine spezielle Wahl dieser Bilinearform entsteht das BiCG-Verfahren.

Allerdings besitzt das BiCG-Verfahren niht die Minimierungseigenshaft der CG-Iteration.

Au�erdem erfolgen innerhalb des Algorithmus Multiplikationen mit der Transponierten A

T

und im Falle einer Pr

�

akonditionierung auh mit dem transponierten Pr

�

akonditionierer.

Neben den Residuen r

i

wird im BiCG-Verfahren eine weitere Folge r̂

i

von Vektoren

berehnet. Dabei beobahtet man im Falle der Konvergenz, da� die Vektoren r

i

und r̂

i

nah Null konvergieren, allerdings nur die Konvergenz von r

i

ausgenutzt wird. Das CGS-

Verfahren konzentriert durh eine Modi�kation alle Anstrengungen auf die Minimierung

von r

i

. Hierbei wir die Darstellung von r

i

und r̂

i

im BiCG-Verfahren durh Polynome '

i

vom Grad kleiner oder gleih i ausgenutzt:

r

i

= '

i

(A)r

0

und r̂

i

= '

i

(A

T

)r

0

0

:

Dabei ist r

0

0

ein Vektor mit hr

0

; r

0

0

i 6= 0. Im CGS-Verfahren werden nun anstelle der r̂

i

neue

Vektoren ~r

i

berehnet:

~r

i

= '

2

i

(A)r

0

:

Betrahtet man '

i

(A) als Reduktionsoperator bzgl. der Norm von r

0

, so wird dieser im

CGS-Verfahren zweifah verwendet, wodurh sih auh der Name CG-Squared erkl

�

art. Die

Methode hat zudem den Vorteil, da� die Multiplikationen mit A

T

niht mehr erforderlih

sind.

Sowohl das BiCG- als auh das CGS-Verfahren liefern bei exakter Arithmetik nah

sp

�

atestens n Shritten die L

�

osung des Gleihungssystems. Allerdings haben beide Verfah-

ren, u.a. bedingt durh das Fehlen einer Minimierungseigenshaft, ein sehr unregelm

�

a�iges

Konvergenzverhalten. Dieses ist beim CGS-Verfahren noh ausgepr

�

agter als bei der BiCG-

Iteration, wobei allerdings das CGS-Verfahren h

�

au�g shneller konvergiert. Auh besteht

bei beiden Verfahren die M

�

oglihkeit, da� zwei vershiedene Breakdowns auftreten.
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Um das unregelm

�

a�ige Konvergenzverhalten zu gl

�

atten, kann man untersuhen wie '

i

(A)

als Reduktionsoperator wirkt. Hierbei stellt man fest, da� '

i

(A) zwar bzgl. des Startresidu-

ums r

0

ein Reduktionsoperator ist, da� dies aber niht unbedingt auh f

�

ur '

i

(A)r

0

gilt. Es

lassen sih sogar Beispiele konstruieren, in denen '

i

(A)r

0

eine kleine Norm besitzt, '

2

i

(A)r

0

aber eine gr

�

o�ere Norm als r

0

hat. Das BiCG-Stab-Verfahren benutzt deshalb niht '

i

(A)

als Reduktor bzgl. '

i

(A)r

0

, sondern ein Polynom �

i

der Gestalt

�

i

(x) = (1� !

1

x)(1 � !

2

x) � � � (1� !

i

x):

Die KoeÆzienten !

j

2 R werden dabei innerhalb des Algorithmus so berehnet, da� r

i

=

�

i

(A)'

i

(A)r

0

in der euklidishen Norm minimiert wird. Das resultierende Verfahren ist in

Algorithmus 5.1 dargestellt. Dabei ist W ein geeigneter Pr

�

akonditionierer. Man beahte

dabei, da� jede Korrektur der Iterierten als einzelner Shritt innerhalb des BiCG-Stab-

Verfahrens angesehen wird. Entsprehend kann auh ein Abbruh der Iteration jeweils nah

einer der beiden Korrekturen erfolgen.

proedure BiCGStab( b 2 R

n

, A 2 R

n�n

, W 2 R

n�n

regul

�

ar )

Sei x

0

bel.; r

0

:= b�Ax

0

; w

�

ahle ~r mit hr

0

; ~ri 6= 0;

�

�1

:= �

�1

:= !

�1

:= 1; v

�1

:= p

�1

:= 0;

for i = 0; 1; 2; : : : Stopkriterium erreiht do

�

i

:= h~r; r

i

i; � :=

�

i

�

i�1

�

i�1

!

i�1

;

p

i

:= r

i

+ �(p

i�1

� !

i�1

v

i�1

);

y := W

�1

p

i

; v

i

:= Ay;

�

i

:=

�

i

h~r;v

i

i

;

x

i+

1

2

:= x

i

+ �

i

y; f 1. BiCG-Stab Shritt g

r

i+

1

2

:= r

i

� �

i

v

i

;

y := W

�1

r

i+

1

2

; t := Ay;

!

i

:=

ht;r

i+

1

2

i

ht;ti

;

x

i+1

:= x

i+

1

2

+ !

i

y; f 2. BiCG-Stab Shritt g

r

i+1

:= r

i+

1

2

� !

i

t;

endfor; end;

Algorithmus 5.1: Pr

�

akonditioniertes BiCG-Stab-Verfahren

In Anwendungen beobahtet man neben dem gegl

�

atten Konvergenzverhalten, da� das

BiCG-Stab-Verfahren h

�

au�g shneller als das CGS-Verfahren konvergiert. Leider k

�

onnen

aber auh bei dem BiCG-Stab-Verfahren die gleihen Breakdowns wie beim CGS-Verfahren

auftreten, jeweils bei der Berehnung von � und �

i

. Analog zu dem BiCG- und dem CGS-

Verfahren berehnet Algorithmus 5.1 nah sp

�

atestens n Shritten die exakte L

�

osung.

Mehr zur Herleitung der BiCG-, CGS- und BiCG-Stab-Verfahren �ndet man z.B. in der

�

Ubersihtsarbeit [Gut94℄ oder in [Son89℄ und [vdV92℄.
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5.4. Das GMRES-Verfahren

Innerhalb der GMRES-Iteration (\Generalized-Minimal-Residual"), die auh auf Systeme

mit nihtsymmetrisher Matrix angewandt werden kann, wird mit Hilfe des Gram-Shmidt-

Verfahrens sukzessive ein Orthonormalsystem fv

1

; : : : ; v

k

g des Krylov-Unterraumes K

k

=

spanfv

1

; Av

1

; : : : ; A

k�1

v

1

g aufgebaut. Dabei ist v

1

=

r

0

kr

0

k

, mit dem Startresiduum r

0

=

b�Ax

0

. Die Iteration f

�

ur den Aufbau der Basis lautet:

for j = 1; 2; : : : ; k do

for i = 1; 2; : : : ; j do h

ij

:= hAv

j

; v

i

i;

v

0

j+1

:= Av

j

�

P

j

i=1

h

ij

v

i

;

h

j+1;j

:= kv

0

j+1

k;

v

j+1

:=

v

0

j+1

h

j+1;j

;

endfor

Die KoeÆzienten h

ij

bilden dabei die obere (k + 1) � k Hessenbergmatrix

^

H

k

. Die Ein-

shr

�

ankung von

^

H

k

auf die ersten k Zeilen sei H

k

.

Die Korrektur z

k

f

�

ur die Iterierte x

0

wird anshlie�end innerhalb von K

k

bestimmt,

wozu das Minimierungsproblem

min

z2K

k

kb�A(x

0

+ z)k = min

z2K

k

kr

0

�Azk (5.3)

gel

�

ost wird. Sei V

k

die n � k Matrix, deren Spalten die Vektoren v

i

darstellen. Setzt man

z = V

k

y mit y 2 R

k

, so l

�

a�t sih das Problem (5.3) mit

AV

k

= V

k+1

^

H

k

auf das Minimierungsproblem

min

y2R

k

k�v

1

�AV

k

yk = min

y2R

k

kV

k+1

(�e

1

�

^

H

k

y)k

= min

y2R

k

k�e

1

�

^

H

k

yk (5.4)

reduzieren. Dabei sind e

1

= (1 0 : : : 0)

T

und � = kr

0

k. Die L

�

osung von (5.3) und somit die

Approximation f

�

ur die L

�

osung des Gleihungssystems ist dann

x

k

= x

0

+ V

k

y

k

;

wobei y

k

die L

�

osung von (5.4) darstellt.

Das so de�nierte Verfahren terminiert nah h

�

ohstens n Shritten, wobei eine exakte

Arithmetik vorausgesetzt wird. Au�erdem ist, anders als beim BiCG-Stab-Verfahren, kein

Breakdown m

�

oglih. Auh besitzt das Konvergenzverhalten der GMRES-Iteration niht die

Unregelm

�

a�igkeiten des BiCG-Stab-Verfahrens.
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Das GMRES-Verfahren hat allerdings den Nahteil, da� f

�

ur wahsendes k der Aufwand

f

�

ur die Berehnung der j Skalarprodukte und der Speiherbedarf f

�

ur die Vektoren v

i

an-

steigt. Um dies zu umgehen, l

�

a�t sih der Algorithmus iterativ verwenden, wozu nah jeweils

m Shritten ein Neustart mit der aktuellen Iterierten durhgef

�

uhrt wird. Das resultierende

Verfahren ist in Algorithmus 5.2 angegeben. Die Matrix W ist dabei ein geeigneter Pr

�

akon-

ditionierer.

proedure GMRES( m 2 N, b 2 R

n

, A 2 R

n�n

, W 2 R

n�n

regul

�

ar )

Sei x

0

beliebig;

while Stopkriterium niht erreiht do

r

0

:= b�Ax

0

; v

1

:=

r

0

kr

0

k

for j = 1; 2; : : : ;m do

p := AW

�1

v

j

; v

0

j+1

:= p

for i = 1; : : : ; j do

h

ij

:= hp; v

i

i;

v

0

j+1

:= v

0

j+1

� h

ij

v

i

;

endfor;

h

j+1;j

:= kv

0

j+1

k;

v

j+1

:=

v

0

j+1

h

j+1;j

;

endfor;

x

m

:= x

0

+W

�1

V

m

y

m

, wobei y

m

(5.4) minimiert;

x

0

:= x

m

; f Neustart g

endwhile; end;

Algorithmus 5.2: Pr

�

akonditioniertes GMRES mit Neustart

F

�

ur die Implementierung von GMRES (mit und ohne Neustart) ist die eÆziente L

�

osung

des Minimierungsproblems (5.4) wihtig. Die hierzu notwendige Zerlegung von

^

H

k

in

^

H

k

=

Q

k

R

k

mittels Givensrotationen l

�

a�t sih aufgrund der Struktur von

^

H

k

w

�

ahrend der Ite-

ration berehnen. Hierzu wird in jedem Shritt das Element h

j+1;j

elemeniert. Durh die

gleihzeitige Transformation von �e

1

gewinnt man zus

�

atzlih die Residuumsnorm der aktu-

ellen Iterierten x

j

, denn mit g

j

= Q

j

�e

1

gilt:

jg

j

j+1

j = kb�Ax

j

k:

Bei dem GMRES-Verfahren ohne Neustart l

�

a�t sih somit der Zeitpunkt des Abbruhs der

Iteration steuern, ohne die Iterierte x

k

zu berehnen. Aber auh bei dem GMRES-Verfahren

mit Neustart erlaubt diese Methode die Einsparung einer Berehnung der Residuumsnorm,

um etwa Stopkriterien f

�

ur die Iteration zu testen.

Weitere Informationen zur Herleitung und zu den Eigenshaften des GMRES-Verfahrens

sind in [SS86℄ zu �nden.
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6. Numerishe Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen die in den vorausgegangenen Kapiteln beshriebenen Algorithmen

und Anordnungen in numerishen Experimenten angewandt werden. Dabei werden sowohl

vershiedene Parameter des zugrundeliegenden mathematishen Problems, als auh der Dis-

kretisierung ver

�

andert, um deren Auswirkungen auf die Verfahren zu untersuhen.

In Abshnitt 6.1 erfolgt zun

�

ahst eine Vorstellung der einzelnen Testprobleme mit den

verwendeten Konvektionsfeldern und den vershiedenen Triangulationen. In Abshnitt 6.2

werden die ermittelten Konvergenzraten f

�

ur die vershiedenen Iterationsverfahren vorgestellt

und analysiert. In Abshnitt 6.3 erfolgt shlie�lih eine Gegen

�

uberstellung der Kosten der

einzelnen Verfahren.

6.1. Testprobleme

Ausgangspunkt f

�

ur die Experimente bildet die Konvektions-Di�usions-Gleihung aus Kapi-

tel 2

�"�u+ b � ru = f in 
 � R

d

u = u

0

auf � = �
:

Dabei werden die Dirihlet-Randbedingungen zu u

0

(x) =

P

d

i=1

x

2

i

gesetzt. Die rehte Seite

f wird anshlie�end so gew

�

ahlt, da� sih als L

�

osung des Problems u(x) =

P

d

i=1

x

2

i

ergibt.

Das Gebiet 
 ist im Fall des R

2

das Einheitsquadrat. Im R

3

entspriht 
 dem Ein-

heitsw

�

urfel.

F

�

ur die numerishen Tests k

�

onnen vershiedene Parameter der Gleihung und der Dis-

kretisierung variiert werden. Im Einzelnen sind dies etwa

� die Starttriangulierung,

� der Parameter " bzw. die Dominanz der Konvektion,

� das Str

�

omungsfeld und

� die Shrittweite der Diskretisierung und somit die Anzahl der Unbekannten.
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6. Numerishe Ergebnisse

Eine Ver

�

anderung der Starttriangulation, des Parameters " und des Konvektionsfeldes

dient der Untersuhung der Abh

�

angigkeit der Anordnungstehniken von diesen Variablen.

Innerhalb der Tests wird die aus der Diskretisierung stammende Anordnung mit NO

abgek

�

urzt. RCM steht f

�

ur die Anordnung mittels Reverse-Cuthill-MKee (siehe Abshnitt

4.2). Eine Anordnung auf Basis des heuristishen/approximativen FVS-Algorithmus (siehe

Abshnitt 4.3.2.2) wird mit hFVS/aFVS bezeihnet und mit CC die Anordnung mittels

konzentrishen Zykel (siehe Abshnitt 4.3.2.3).

Im R

3

wird die Verwendung von Flu�ober

�

ahen (siehe Abshnitt 4.3.3.1) durh ein

(FS) kenntlih gemaht, w

�

ahrend im R

2

eine vorherige Anwendung der planaren Reduk-

tion (siehe Abshnitt 4.3.2.4) durh ein (p) gekennzeihnet wird. Man beahte, da� die

Anordnung hFVS im R

3

dem in Abshnitt 4.3.2.2 beshriebenen globalen FVS entspriht.

6.1.1. Triangulationen

Als Starttriangulationen im Falle des R

2

werden die in Abbildung 6.1 dargestellten Git-

ter verwendet. Hierauf aufbauend werden die feineren Gitter mittels der in Abshnitt 2.3

beshriebenen regul

�

aren Verfeinerung von Dreieken konstruiert. Es ergeben sih folgenden

Anzahlen von Unbekannten f

�

ur die einzelnen Verfeinerungsstufen und Gitter

1

:

Stufe 3 4 5 6 7 8

QUAD1/QUAD2 225 961 3969 16129 65025 261121

QUAD3 157 665 2737 11105 44737 179585

Abbildung 6.1: Starttriangulationen QUAD1, QUAD2 und QUAD3

Im R

3

dient die Kuhn-Triangulierung des Einheitsw

�

urfels (siehe auh [Bey98℄) als Start-

triangulation. Bei der Kuhn-Triangulierung geht man von der Beobahtung aus, da� der n-

dimensionale Einheitsw

�

urfel insgesamt n! vershiedene M

�

oglihkeiten bietet,

�

uber n Kanten

vom Nullpunkt zum Punkt (1; 1; : : : ; 1)

T

zu gelangen, und dabei, einshlie�lih Start- und

1

F

�

ur das Gitter QUAD3 wurden die Stufen an die Gitter QUAD1/2 angepa�t, um eine bessere

�

Ubersihtlihkeit

zu erreihen.
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6.1. Testprobleme

Endpunkt, n+1 Ekpunkte zu passieren. Ein Element wird dann durh die Ekpunkte eines

solhen Weges de�niert. In Abbildung 6.2 ist die Kuhn-Triangulierung des Einheitsw

�

urfels

im R

3

dargestellt und entspriht Gitter CUBE1.

Bei einem weiteren Gitter, der Triangulation CUBE2, wurde zun

�

ahst eine Zerlegung des

Einheitsw

�

urfels in Oktaeder spezi�ziert und anshlie�end jeder einzelne Oktaeder mittels

Kuhn-Triangulierung in Tetraeder unterteilt. In Abbildung 6.2 ist die Zerlegung in Oktaeder

dargestellt.

(0,0,0)

(1,1,1)

Abbildung 6.2: Gitter CUBE1 und Oktaedergitter CUBE2

Als Verfeinerungsalgorithmus wird die in Abshnitt 2.3 vorgestellte regul

�

are Verfeinerung

f

�

ur Tetraeder verwendet. F

�

ur die Gitter CUBE1 und CUBE2 ergeben sih somit folgende Zahlen

f

�

ur die Unbekannten auf den einzelnen Stufen:

Stufe 3 4 5 6

CUBE1 343 3375 29791 250047

CUBE2 125 1331 12167 103823

6.1.2. Str

�

omungsfelder

Um den Einu� des Str

�

omungsfeldes auf den Nutzen einer Anordnungstehnik zu ermitteln,

werden hierf

�

ur vershiedene Felder mit jeweils untershiedlihen Eigenshaften verwendet.

Es handelt sih dabei sowohl um azyklishe, als auh um zyklishe Str

�

omungsfelder mit

konstanter, wie nihtkonstanter Konvektionsrihtung.

Die im R2 verwendeten Konvektionsrihtungen sind in Abbildung 6.3 graphish darge-

stellt. Ihr genaue De�nition lautet:

- XLINE (konstanter, azyklishen Flu�):

b = (1; 0)

T
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6. Numerishe Ergebnisse

Abbildung 6.3: Str

�

omungsfelder XLINE, CURVE, CIRCLE und 4CIRCLES

- CURVE (nihtkonstanter, azyklisher Flu�):

b(x; y) =

 

1� y

x

!

- CIRCLE (zyklisher Flu� mit einem Kreis):

b(x; y) =

 

0:5� y

x� 0:5

!

- 4CIRCLES (zyklisher Flu� mit vier Kreisen):

b(x; y) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

(y � 0:25; 0:25 � x)

T

; (x; y) 2 [0; 5℄

2

(0:75 � y; x� 0:25)

T

; (x; y) 2 [0; 5℄ � (0:5; 1)

(y � 0:75; 0:75 � x)

T

; (x; y) 2 [0:5; 1℄

2

(0:25 � y; x� 0:75)

T

; sonst

Im R

3

werden die Konvektionsfelder XLINE, CURVE, CIRCLE und 4CIRCLES

�

ubernom-

men, wobei die z-Komponente zu 0 gesetzt wird. Zus

�

atzlih wird die folgende Flu�rihtung

verwendet:

- DIAGCIRCLE (zyklisher, dreidimensionaler Flu�):

b(x; y; z) =

0

B

�

z � y

x� z

y � x

1

C

A

:

DIAGCIRCLE entspriht dem Str

�

omungsfeld CIRCLE, wobei die Rotationsahse aber niht

(0:5; 0:5; 0)

T

, sondern die Diagonale (1; 1; 1)

T

ist.
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6.2. Konvergenzraten

6.2. Konvergenzraten

In den anshlie�enden Tests werden die in Kapitel 5 vorgestellten BiCG-Stab-Iteration und

das GMRES-Verfahren (mit Restartparameter m = 10, siehe Algorithmus 5.2) als L

�

oser ein-

gesetzt. Als Pr

�

akonditionierer wird sowohl die symmetrishe Gau�-Seidel-Iteration (SGS),

als auh das R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Verfahren (BGS) verwendet. Die Tests selbst verlau-

fen in zwei Abshnitten. Zuerst werden die Anordnungstehniken in Abh

�

angigkeit von der

Starttriangulation untersuht und anshlie�end die Abh

�

angigkeit von der Dominanz der

Konvektion.

F

�

ur den Test mit den vershiedenen Triangulationen werden im R

2

die Gitter bis zur

Stufe 8 verfeinert. Im R

3

erfolgt der Test auf Stufe 6. F

�

ur den Parameter " gilt: " = 1

10

�5.

Die Experimente bez

�

uglih der Dominanz der Konvektion erfolgen im R

2

auf dem Gitter

QUAD1 und im R

3

auf dem Gitter CUBE1. Diese Tests werden auf mehreren Stufen durh-

gef

�

uhrt, um zus

�

atzlih die Abh

�

angigkeit des Konvergenzverhaltens von der Shrittweite zu

untersuhen.

In allen Tests wird sowohl die Anzahl der Iterationsshritte k die n

�

otig sind, um das

Startresiduum um 1

10

�4 zu reduzieren, als auh (in Klammern) die Konvergenzrate  =

(kr

i

k=kr

0

k)

1=k

ausgegeben, wobei r

i

das i-te Residuum bezeihnet. Die Anzahl der Iterati-

onsshritte ist allerdings auf maximal 400 begrenzt. Als Startwert f

�

ur die Iterationsverfahren

wurde stets x

0

= (1000; 1000; : : : ; 1000)

T

gew

�

ahlt.

Ist das Str

�

omungsfeld azyklish (XLINE und CURVE), erfolgen, neben der Anordnung NO

und RCM, lediglih Untersuhungen mittels approximativem FVS. Diese Anordnung ist,

wie in Abshnitt 4.3.2.2 und 4.3.2.3 beshrieben, identish mit den Anordnungen CC bzw.

aFVS.

6.2.1. Experimente im R

2

Zun

�

ahst werden die Tests mit den azyklishen Str

�

omungsfeldern XLINE und CURVE durh-

gef

�

uhrt. In der folgenden Tabelle sind die Konvergenzraten f

�

ur die vershiedenen Anord-

nungstehniken aufgelistet. Als Pr

�

akonditionierer kommt dabei das symmetrishe Gau�-

Seidel-Verfahren zum Einsatz.

Str

�

omungsfeld XLINE / SGS

Anordnung NO RCM aFVS

QUAD1 BiCG-S div 12 (0.45) 11 (0.42)

GMRES 400 (0.98) 9 (0.33) 9 (0.32)

QUAD2 BiCG-S div 13 (0.44) 11 (0.43)

GMRES 400 (0.97) 9 (0.33) 9 (0.31)

QUAD3 BiCG-S 400 (0.99) 104 (0.92) 10 (0.39)

GMRES 352 (0.97) 98 (0.91) 8 (0.25)
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6. Numerishe Ergebnisse

Str

�

omungsfeld CURVE / SGS

Anordnung NO RCM aFVS

QUAD1 BiCG-S div 55 (0.84) 17 (0.47)

GMRES 361 (0.97) 56 (0.85) 11 (0.43)

QUAD2 BiCG-S 400 (0.99) 133 (0.92) 17 (0.47)

GMRES 400 (0.98) 103 (0.91) 11 (0.43)

QUAD3 BiCG-S 400 (0.99) 71 (0.88) 12 (0.46)

GMRES 338 (0.97) 84 (0.89) 10 (0.34)

Man erkennt eine erheblihe Beshleunigung der Iterationsverfahren durh die Anordnung

mittels FVS. Bei der RCM-Anordnung f

�

allt die Beshleunigung dagegen moderater aus.

Auh ist diese vom Gitter abh

�

angig wie die Tests mit XLINE auf den Gittern QUAD1 und

QUAD2 zeigen. Die FVS-Anordnung zeigt sih dagegen unemp�ndliher bzgl. einer

�

Anderung

der Triangulation.

Bei dem folgenden Experiment mit untershiedliher Dominanz der Konvektion wird die

FVS-Anordnung verwendet, da diese die besten Beshleunigungsresultate liefert.

Str

�

omungsfeld XLINE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 6 193 (0.95) 266 (0.97) 4 (0.06) 3 (0.05) 1 (3

10

�6) 1 (3

10

�6)

Stufe 7 393 (0.98) 400 (0.98) 6 (0.20) 5 (0.12) 1 (9

10

�6) 1 (9

10

�6)

Stufe 8 400 (0.98) 400 (0.98) 13 (0.39) 9 (0.32) 1 (3

10

�5) 1 (3

10

�5)

Str

�

omungsfeld CURVE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 6 169 (0.95) 277 (0.97) 4 (0.08) 4 (0.06) 1 (4

10

�6) 1 (4

10

�6)

Stufe 7 341 (0.97) 400 (0.98) 8 (0.26) 6 (0.18) 1 (1

10

�5) 1 (1

10

�5)

Stufe 8 400 (0.98) 400 (0.98) 17 (0.47) 12 (0.43) 1 (3

10

�5) 1 (3

10

�5)

Man erkennt deutlih, da� die Iterationsverfahren im Grenzfall " ! 0 zu einem exakten

L

�

oser werden (siehe auh Abbildung 6.4). Dieses Verhalten ist unabh

�

angig von der Anzahl

der Unbekannten, obwohl die Konvergenzraten selbst abh

�

angig von der Shrittweite sind.

In den folgenden Experimenten werden die zyklishen Str

�

omungsfelder CIRCLE und

4CIRCLES untersuht. Zun

�

ahst erfolgt wieder der Test bzgl. der vershiedenen Anordnungs-

tehniken. Als FVS-Algorithmus wird dabei nur das approximative Verfahren genutzt, da

der heuristishe Algorithmus einen vergleihbaren Aufwand hat (siehe Abshnitt 6.3) und

�

ahnlihe Resultate liefert.
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Str

�

omungsfeld CIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM CYC CYC (p) aFVS aFVS (p)

QUAD1 BiCG-S 400 (0.99) 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98)

GMRES 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98)

QUAD2 BiCG-S 400 (0.99) 400 (0.99) 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) breakdown

GMRES 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98)

QUAD3 BiCG-S 400 (0.99) 400 (0.98) breakdown 400 (0.98) 400 (0.98) 389 (0.98)

GMRES 400 (0.99) 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98)

Str

�

omungsfeld 4CIRCLES / SGS

Anordnung NO RCM CYC CYC (p) aFVS aFVS (p)

QUAD1 BiCG-S 400 (0.99) 370 (0.98) 400 (0.98) 289 (0.97) 313 (0.97) 335 (0.97)

GMRES 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.99) 361 (0.97) 400 (0.98)

QUAD2 BiCG-S breakdown 400 (0.99) 400 (0.98) 389 (0.98) 251 (0.96) 255 (0.96)

GMRES 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 279 (0.97)

QUAD3 BiCG-S breakdown 400 (0.98) 400 (0.99) 400 (0.98) 138 (0.94) 219 (0.96)

GMRES 400 (0.99) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 133 (0.93) 218 (0.96)

Bei dem Str

�

omungsfeld CIRCLE ist durh keine Anordnung eine sp

�

urbare Beshleuni-

gung der Konvergenz festzustellen. Anders verh

�

alt es sih bei den Tests mit dem Kon-

vektionsfeld 4CIRCLES. Die hier erkennbare Verbesserung des Konvergenzverhaltens f

�

allt

allerdings moderater aus als bei den azyklishen Feldern. Die stabilste Tehnik sheint auh

hier die Anordnung mittels FVS zu sein. Das RCM-Verfahren ist dagegen im zyklishen

Fall niht brauhbar.

�

Ahnlihes gilt f

�

ur die Anordnung mittels konzentrisher Zykel, die

nur mit zus

�

atzliher planarer Reduktion nennenswerte Ergebnisse produziert. Leider ist die

Reduktion abh

�

angig von der Triangulation.

Analog wie im azyklishen Falls wird auh bei den folgenden Tests die Anordnung mit-

tels FVS genutzt, um das Verhalten bei untershiedliher Dominanz der Konvektion und die

Abh

�

angigkeit der L

�

osungsverfahren von der Shrittweite zu testen. Der verwendete Pr

�

akon-

ditionierer ist das R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Verfahren.

Str

�

omungsfeld CIRCLE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 6 143 (0.94) 338 (0.97) 30 (0.72) 29 (0.72) 13 (0.44) 10 (0.33)

Stufe 7 281 (0.97) 400 (0.98) 181 (0.95) 76 (0.88) 17 (0.55) 17 (0.58)

Stufe 8 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 400 (0.98) 25 (0.65) 20 (0.63)

Str

�

omungsfeld 4CIRCLES / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 6 157 (0.94) 318 (0.97) 35 (0.77) 29 (0.73) 35 (0.76) 28 (0.72)

Stufe 7 317 (0.97) 400 (0.98) 73 (0.88) 65 (0.87) 51 (0.83) 44 (0.81)

Stufe 8 400 (0.98) 400 (0.98) 217 (0.96) 400 (0.98) 69 (0.87) 61 (0.86)
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6. Numerishe Ergebnisse

Anders als bei den azyklishen Konvektionsfeldern werden die Iterationsverfahren niht zu

exakten L

�

osern bei dominanter werdender Konvektion. In Abbildung 6.4 ist dieses unter-

shiedlihe Verhalten graphish dargestellt. Dort wurde der Pr

�

akonditionierer als L

�

osungs-

iteration genutzt und die Entwiklung des Konvergenzverhaltens f

�

ur "! 0 aufgezeihnet.

Auh wenn kein exakter L

�

oser vorliegt, so ist die Beshleunigung der Konvergenz doh

auf allen Stufen vorhanden. Allerdings ist die Konvergenzrate selbst abh

�

angig von der

Shrittweite.

10  -10 10  -9 10  -8 10  -7 10  -6 10  -5 10  -4 10  -3 10  -2 10  -1 10  0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0 XLINE

10  -10 10  -9 10  -8 10  -7 10  -6 10  -5 10  -4 10  -3 10  -2 10  -1 10  0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0 CIRCLE

Abbildung 6.4: Konvergenzentwiklung bei R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel f

�

ur "! 0

6.2.2. Experimente im R

3

In den nahfolgenden Tabellen sind die Konvergenzraten f

�

ur die Str

�

omungsfelder XLINE

und CURVE bei untershiedliher Anordnung aufgef

�

uhrt. Da beide Felder azyklish sind,

entspriht die FVS-Anordnung der Anordnung mittels Numerierungsalgorithmus.

Str

�

omungsfeld XLINE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS

CUBE1 BiCG-S 65 (0.86) 31 (0.58) 3 (0.03)

GMRES 78 (0.89) 43 (0.81) 3 (0.02)

CUBE2 BiCG-S 41 (0.78) 22 (0.63) 3 (0.03)

GMRES 61 (0.86) 25 (0.69) 3 (0.03)

Str

�

omungsfeld CURVE / SGS

Anordnung NO RCM CYC

CUBE1 BiCG-S 59 (0.84) 24 (0.67) 3 (0.04)

GMRES 68 (0.87) 30 (0.73) 3 (0.03)

CUBE2 BiCG-S 37 (0.77) 15 (0.52) 3 (0.05)

GMRES 49 (0.83) 14 (0.49) 3 (0.05)

Analog zu den Resultaten im zweidimensionalen Fall ergibt sih auh hier eine wesentlihe

Beshleunigung der Konvergenz durh die FVS-Anordnung. Aber auh das RCM-Verfahren

f

�

uhrt zu einer sp

�

urbaren Verbesserung des Konvergenzverhaltens.
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6.2. Konvergenzraten

Die FVS-Anordnung wird auh in den folgenden Test mit untershiedliher Shrittweite

und Konvektionsst

�

arke verwendet.

Str

�

omungsfeld XLINE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 4 29 (0.72) 31 (0.74) 2 (0.01) 2 (0.01) 1 (2

10

�7) 1 (2

10

�7)

Stufe 5 63 (0.86) 63 (0.86) 2 (0.01) 2 (0.01) 1 (6

10

�7) 1 (6

10

�7)

Stufe 6 117 (0.92) 124 (0.93) 3 (0.03) 3 (0.02) 1 (2

10

�6) 1 (2

10

�6)

Str

�

omungsfeld CURVE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 4 33 (0.74) 33 (0.75) 3 (0.04) 3 (0.04) 1 (5

10

�5) 1 (5

10

�5)

Stufe 5 70 (0.88) 71 (0.88) 5 (0.12) 5 (0.12) 1 (6

10

�5) 1 (6

10

�5)

Stufe 6 114 (0.92) 157 (0.94) 3 (0.04) 3 (0.03) 1 (2

10

�6) 1 (2

10

�6)

Die aufgelisteten Resultate geben ein, zum zweidimensionalen Fall vergleihbares Bild ab:

F

�

ur " ! 0 werden die Iterationsverfahren zu exakten L

�

osern. Abbildung 6.5 stellt dieses

Verhalten anhand der R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Iteration graphish dar.

Bei den zyklishen Str

�

omungsfeldern werden zus

�

atzlih zu den bisherigen Anordnungen

auh Anordnungen mit vorheriger Zerlegung in Flu�ober

�

ahen verwendet. Auf den einzel-

nen Flu�ober

�

ahen kommen anshlie�end die Verfahren mittels konzentrisher Zykel und

approximativem FVS zum Einsatz.

Str

�

omungsfeld CIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) aFVS (FS)

CUBE1 BiCG-S 309 (0.97) 180 (0.95) 45 (0.81) 113 (0.92) 21 (0.63)

GMRES 400 (0.98) 286 (0.97) 40 (0.79) 160 (0.94) 17 (0.57)

CUBE2 BiCG-S 171 (0.95) 71 (0.87) 57 (0.84) 49 (0.83) 42 (0.80)

GMRES 290 (0.97) 90 (0.90) 51 (0.83) 48 (0.82) 40 (0.79)

Str

�

omungsfeld 4CIRCLES / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) aFVS (FS)

CUBE1 BiCG-S 165 (0.94) 97 (0.91) 30 (0.73) 61 (0.85) 15 (0.52)

GMRES 216 (0.96) 111 (0.92) 26 (0.69) 51 (0.83) 13 (0.49)

CUBE2 BiCG-S 93 (0.90) 51 (0.83) 34 (0.76) 32 (0.75) 27 (0.70)

GMRES 122 (0.93) 49 (0.83) 30 (0.73) 29 (0.73) 22 (0.65)

Bei diesen Str

�

omungsfeldern, die im wesentlihen zweidimensionalen Charakter haben (die

Z-Komponente ist jeweils 0), ergibt sih eine wesentlihe Verbesserung der Konvergenzra-

ten durh die Verwendung von Flu�ober

�

ahen. Hierbei ist die Beshleunigung durh die

FVS-Anordung besonders hervorzuheben. Die Anordnung mittels konzentrisher Zykel ist

dagegen abh

�

angig von der Triangulation. Als robuste Tehnik pr

�

asentiert sih abermals die

Anordnung mittels globalem FVS.
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6. Numerishe Ergebnisse

Str

�

omungsfeld CIRCLE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 4 33 (0.75) 32 (0.75) 11 (0.42) 10 (0.36) 15 (0.54) 13 (0.47)

Stufe 5 61 (0.86) 79 (0.89) 26 (0.70) 21 (0.64) 37 (0.77) 49 (0.83)

Stufe 6 83 (0.89) 182 (0.95) 46 (0.82) 41 (0.80) 51 (0.83) 46 (0.82)

Str

�

omungsfeld 4CIRCLES / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 4 33 (0.75) 33 (0.75) 11 (0.39) 10 (0.36) 14 (0.51) 13 (0.45)

Stufe 5 62 (0.86) 76 (0.88) 17 (0.51) 14 (0.49) 21 (0.64) 19 (0.61)

Stufe 6 103 (0.91) 177 (0.95) 35 (0.74) 26 (0.70) 34 (0.76) 24 (0.72)

Bei den Tests mit variierender Konvektionsst

�

arke ergibt sih ein interessantes Resultat: Nah

anf

�

angliher Beshleunigung der Konvergenz bei zunehmender Konvektion, vershlehtert

sih diese bei sehr starker Konvektionsdominanz zunehmend. In Abbildung 6.5 ist dieses

Verhalten auh bei dem R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Verfahren sihtbar. Ebenfalls erkennbar ist

die Abh

�

angigkeit der Konvergenzraten von der Shrittweite. Verwendet wurde bei diesen

Versuhen die Anordnung mittels globalem FVS.

Abshlie�end erfolgen die Versuhe mit dem Konvektionsfeld DIAGCIRCLE. Zun

�

ahst der

Vergleih der vershiedenen Anordnungstehniken.

Str

�

omungsfeld DIAGCIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) aFVS (FS)

CUBE1 BiCG-S 223 (0.96) 115 (0.92) 105 (0.92) 127 (0.92) 125 (0.92)

GMRES 400 (0.98) 204 (0.96) 171 (0.95) 223 (0.96) 222 (0.96)

CUBE2 BiCG-S 154 (0.94) 61 (0.86) 61 (0.86) 85 (0.89) 85 (0.89)

GMRES 253 (0.96) 73 (0.88) 73 (0.88) 106 (0.92) 106 (0.92)

Obwohl auh DIAGCIRCLE eine im wesentlihen zweidimensionalen Grundstruktur besitzt,

k

�

onnen die Anordungen mittels Flu�ober

�

ahen das L

�

osungsverfahren niht so stark be-

shleunigen, wie in den vorherigen Beispielen. Der Grund hierf

�

ur liegt in der Abh

�

angigkeit

der Konstruktion der Flu�ober

�

ahen vom zugrundeliegenden Gitter, die bei CIRCLE und

4CIRCLES zu einer g

�

unstigeren Zerlegung f

�

uhrten.

Bei dem folgenden Test bzgl. der Abh

�

angigkeit der L

�

osungsiterationen von der Dominanz

der Konvektion wurde wieder die Anordnung mittels globalem FVS genutzt.

Str

�

omungsfeld DIAGCIRCLE / BGS

" 1

10

�1 1

10

�5 1

10

�9

BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES

Stufe 4 28 (0.72) 31 (0.74) 31 (0.72) 27 (0.71) 31 (0.72) 27 (0.71)

Stufe 5 51 (0.83) 76 (0.88) 61 (0.86) 93 (0.91) 61 (0.86) 92 (0.90)

Stufe 6 85 (0.89) 181 (0.95) 99 (0.91) 174 (0.95) 99 (0.91) 170 (0.95)
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6.3. Aufwand der Verfahren

Im Gegensatz zu den bisherigen Resultaten erkennt man bei diesem Beispiel kaum eine Ver-

besserung des Konvergenzverhaltens mit abnehmendem ". In einigen F

�

allen vershlehtert

sih dieses sogar. Auh beim R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Verfahren in Abbildung 6.5 ergibt sih

nur eine minimale Beshleunigung.
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Abbildung 6.5: Konvergenzentwiklung bei R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel f

�

ur "! 0

6.3. Aufwand der Verfahren

F

�

ur einen abshlie�enden Vergleih der vershiedenen Anordnungstehniken sind die jewei-

ligen Kosten zu beahten. Hierbei ergeben sih teils gravierende Untershiede zwishen den

Verfahren.

Zun

�

ahst werden die untershiedlihen Iterationsverfahren verglihen. Die Zahlen sind

dabei jeweils in Relation zu einem R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Shritt angegeben. Diese Einheit

wird auh bei den folgenden Tabellen beibehalten. Als zus

�

atzlihen Vergleihswert seien die

Kosten f

�

ur die Mehrgitteriteration benannt, wie sie z.B. in [Bor99℄ zu �nden sind. Dabei

betragen die Kosten eines V-Zyklus-Shrittes mit einer Vor- und einer Nahgl

�

attung (jeweils

Symmetrish-Gau�-Seidel) etwa 6 R

�

ukw

�

arts-Gau�-Seidel-Shritte.

Aufwand der Iterationsverfahren

BGS SGS BiCG-Stab GMRES

1 1.5 1.5 2

Innerhalb der BiCG-Stab-Iteration wurden die beiden Einzelshritte extra gez

�

ahlt (siehe

Algorithmus 5.1). Beim GMRES-Verfahren wird jeder Shritt beim Aufbau des Orthogo-

nalsystems im Krylov-Raum als Einzelshritt gewertet (siehe Algorithmus 5.2). Dabei ist

allerdings zu beahten, da� der Aufwand vom Restartparameter abh

�

angt. Der angegebene

Zahlenwert bezieht sih auf 10 Orthogonalisierungsshritte.

79



6. Numerishe Ergebnisse

Sowohl beim BiCG-Stab-, als auh beim GMRES-Verfahren ist weiterhin zu ber

�

uksih-

tigen, da� der Aufwand f

�

ur einen Pr

�

akonditionierungsshritt in den entsprehenden Kosten

bereits enthalten ist.

Vergleiht man die Anordnungstehniken im zweidimensionalen Problem, so stellt man

den relativ hohen Aufwand f

�

ur die planare Reduktion des Matrixgraphen (siehe Abshnitt

4.3.2.4) im Vergleih zu den anderen Verfahren fest.

Aufwand im R

2

RCM CYC hFVS aFVS planare Red.

11 13 28 30 63

Im R

3

sind erkennt man eine Verbesserung des Aufwandes f

�

ur den heuristishen FVS-

Algorithmus, wobei hierbei das globale FVS aus Abshnitt 4.3.2.2 gemeint ist. Eine Er-

kl

�

arung hierf

�

ur �ndet sih im heuristishen Charakter des Verfahrens. Dies

�

au�ert sih dar-

in, da� der Algorithmus bei den Testbeispielen im dreidimensionalen Fall relativ zur Anzahl

der Knoten im Graph ein deutlih gr

�

o�eres FVS berehnet als bei den Beispielen im R

2

.

Weiterhin erkennt man die enormen Kosten f

�

ur den Aufbau der Flu�ober

�

ahen. Hierzu

ist zu sagen, da� der implementierte Algorithmus einen Gro�teil der Zeit f

�

ur Winkelbereh-

nungen zwishen Kanten und Dreieks

�

ahen im Tetraedergitter verwendet.

Aufwand im R

3

RCM hFVS CYC (FS) aFVS (FS) Aufbau der FS

12 14 111 122 96

Es sei an dieser Stelle allerdings darauf hingewiesen, da� eine spezielle, auf einen be-

stimmten Anordnungsalgorithmus hin optimierte Implementierung zu (deutlihen) Verbes-

serungen in den Laufzeiten f

�

uhren kann. Bei der Programmierung in Zusammenhang mit

dieser Arbeit wurde mehr Wert auf eine homogene Datenstruktur als auf eine spezielle

Optimierung der Algorithmen gelegt.
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