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1. Einleitung

1.1. Einfiihrung in die Problematik

Aufgrund der rasanten Steigerung der Leistungsfihigkeit von Rechnersystemen hat sich
die numerische Simulation von technischen oder physikalischen Problemen in den letzten
Jahren zu einer wichtigen Alternative zu Experimenten entwickelt. Sie stellt aber nicht nur
eine Alternative dar. Bei einigen Problemen gelang die Untersuchung von Theorien erst
durch die Modellierung auf dem Computer. Man denke etwa an Prozesse, die in keinem
Experiment durchfiithrbar sind, z.B. die Kollision zweier Galaxien.

Den Rahmen dieser Arbeit bildet die numerische Simulation von Stromungen. Vorginge
in denen Strémungen eine Rolle spielen, kommen in vielen Bereichen der Wissenschaft, aber
auch des téglichen Lebens vor. Die Beispiele reichen hierbei von mikroskopischen Vorgéingen
wie dem Flufl von Elektronen in Schaltkreisen, iiber die Konstruktion von Flugzeugen,
speziell deren Aerodynamik, bis hin zum Energie- und Massentransport in Sternen oder
Galaxien.

In Stromungen spielen verschiedene physikalische Vorginge eine Rolle. Durch die Diffu-
ston kommt es zu einem ungerichteten Ausgleich von Stoffkonzentrationen, etwa wenn sich
zwei Gase vermischen. Ein weiteres Phinomen ist die Konvektion, die einen Stofftransport
in Stromungsrichtung bewirkt. Ein mathematisches Modell welches diese beiden Vorgéinge
beinhaltet, ist die Konvektions-Diffusion-Gleichung.

Bei der numerische Behandlung des gegebenen Problems ist der unterschiedliche Ein-
fluB der Diffusion und der Konvektion oft entscheidend fiir den Erfolg des verwendeten
Losungsverfahrens. Bei einer vernachlissigbaren Konvektion stellt die Methode der finiten
Elemente in Verbindung mit der Mehrgitteriteration ein stabiles, schnell konvergierendes
Verfahren zur Losung des gegebenen Problemes dar. Wird aber die Konvektion dominanter,
so verschlechtert sich die Konvergenz oder das Iterationsverfahren divergiert sogar.

Allerdings sind viele Iterationsverfahren von der Anordnung der Unbekannten im gege-
benen Gleichungssystem abhingig. Ein moglicher Ausweg aus dem Dilemma kénnte also
darin bestehen, eine Anordnung zu finden, durch die das Losungsverfahren schnell konver-
giert. Eine Moglichkeit hierzu ist die Unbekannten so zu numerieren, daf} ihre Ordnung der
Konvektionsrichtung folgt. Im Idealfall gelingt es, die Matrix des Systems auf Dreiecksge-
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stalt zu bringen, wodurch das System mit einem einzigen Gauf-Seidel-Schritt gelost werden
kann. Algorithmen zur Berechnung einer solchen Anwendung sind Gegenstand dieser Arbeit.

1.2. Gliederung der Arbeit

Zunichst erfolgt in Kapitel 2 die Definition des betrachten Modellproblems, wobei es sich
um die bereits erwihnte Konvektions-Diffusions-Gleichung handelt. Anschliefend wird auf
die Diskretisierung des Problems mit Hilfe der Methode der finiten Elemente eingegangen.
In diesem Zusammenhang werden ebenfalls Verfeinerungstechniken fiir zwei- und dreidi-
mensionale Gitter vorgestellt.

Viele der Anordnungstechniken die in dieser Arbeit vorgestellt werden, basieren auf Gra-
phenalgorithmen. In Kapitel 3 werden die nétigen graphentheoretischen Begriffe eingefiihrt
und das Feedback- Vertez-Set-Problem vorgestellt. Bei diesem Problem geht es um die Be-
stimmung von Knoten eines Graphen, deren Entfernen sdmtliche Zykel in diesemm Graphen
auflost. Algorithmen zur Berechnung einer solchen Knotenmenge werden ebenfalls behan-
delt.

Kapitel 4 ist schliellich den eigentlichen Anordnungsalgorithmen gewidmet. Hierbei wer-
den verschiedene Strategien verfolgt, z.B. Bandbreitenminimierung oder die beschriebene
Umordnung auf Dreiecksgestalt. Aulerdem wird eine Methode vorgestellt, wie sich Proble-
me aus dem R? auf mehrere zweidimensionale Probleme reduzieren lassen.

Zur Losung der aus der Diskretisierung entstehenden Gleichungssysteme werden in dieser
Arbeit Iterationsverfahren auf Basis der konjugierten Gradienten verwendet. Die Vorstellung
dieser Verfahren erfolgt in Kapitel 5. Auch auf die bereits erwidhnte Gau3-Seidel-Iteration
wird eingegangen. Diese dient der Beschleunigung der Lésungsverfahren.

In Kapitel 6 erfolgt abschlieBend ein Test der verschiedenen Anordnungen bzw. Iterati-
onsverfahren. Hierbei werden sowohl Parameter des mathematischen Modells als auch der
Diskretisierung verdndert, um deren Einflufl auf die Losungsverfahren zu untersuchen.

Danksagung

Ich danke Prof. Dr. Wolfgang Hackbusch fiir die Bereitstellung des Themas und der tech-
nischen Mittel zur Fertigstellung dieser Arbeit. Ein besonderer Dank gilt meinen Betreuern
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(meist) konstruktive Kritik. Ebenfalls danken méchte ich allen anderen Mitgliedern des Lehr-
stuhls fiir deren Hilfe bei kleineren Problemen und fiir viele erbauliche Diskussionen. Hier
seien besonders Jens Burmeister, Steffen Borm, Lars Grasedyck und Kai Helms genannt.
Nicht zuletzt gilt ein grofler Dank meinen Eltern Doris und Hans-Joachim Kriemann, ohne
deren Unterstiitzung mein Studium und somit diese Arbeit nicht moéglich gewesen wire.



2. Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Das Modellproblem in dieser Arbeit ist die Konvektions-Diffusions-Gleichung bzw. ein Rand-
wertproblem, welches diese Gleichung beinhaltet. Die Vorstellung dieses Randwertproble-
mes erfolgt in Abschnitt 2.1. AnschlieBend wird in den Abschnitten 2.2 und 2.3 auf die
Diskretisierung des Modellproblemes eingegangen, wobei die Methode der finiten Elemente
verwendet wird. Ebenfalls diskutiert werden in diesem Zusammenhang regulire Verfeine-
rungstechniken. Auf einen speziellen Aspekt der Diskretisierung des Konvektionsanteils wird
in Abschnitt 2.4 eingegangen.

Bei der Implementierung der Diskretisierung ist die Représentation des zugrundeliegen-
den Gitters ein wesentlicher Aspekt. In Abschnitt 2.5 sollen deshalb verschiedene Gitterdar-
stellungen vorgestellt werden, wobei jeweils der Speicherbedarf und der Verwaltungsaufwand
betrachtet werden.

Alternativ zur Konvektions-Diffusions-Gleichung bieten sich auch die Navier-Stokes-
Gleichungen als Modellproblem an, die die Grundgleichungen der Strémungsmechanik dar-
stellen. Zu deren numerischen Behandlung sei an dieser Stelle auf [Bor99] oder auch [GDN95]
verwiesen.

2.1. Problemstellung

Betrachtet wird die zeitunabhéngige Konvektions-Diffusions-Gleichung
—eAu+b-Vu=f in QcCR? (2.1)
mit der inhomogenen Dirichlet-Randbedingung
u=¢ auf I' =06 (2.2)

Dabei bezeichnet € ein beschrinktes Gebiet des R?, mit d = 2 oder d = 3. Das Konvekti-
onsfeld ist durch b : R¢ — R definiert und durch 0 < ¢ < 1 wird die Stiirke der Konvektion
festgelegt. Mogliche duflere Krifte werden durch die rechte Seite f beschrieben.
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2.2. Variationsformulierung

Fiir das Randwertproblem (2.1), (2.2) wird nun eine Variationsaufgabe formuliert. Sei V'
der Raum der einmal schwach differenzierbaren Funktionen mit Nullrandbedingung auf
dem Dirichletrand I". Multipliziert man Gleichung (2.1) mit einer Testfunktion v € V' und
integriert anschliefend iiber €2, so erhilt man

—6/vV-Vudx+/(b-Vu)vdx:/fvd:v.
Q Q Q

Mit Hilfe der Greenschen Formel und unter Beachtung der Tatsache, dafl v auf I' verschwin-
det, 148t sich diese Gleichung in

6/Vv-Vudm—i—/(b-Vu)vdm:/fvdw
Q Q Q

a(u,v) = €/QV’U -Vudz + /Q(b -Vu)v dz (2.3)

umformen. Mit

und
f0) = [ fods
Q
lautet die zu l6sende Aufgabe schliefilich:
Finde v € V so, daf a(u,w) = f(w) fir alle w € V gilt. (2.4)

Die Losung u € V von (2.4) heifit auch schwache Ldsung des Problems (2.1), (2.2). Zur
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (2.4) sei auf [Bra97] verwiesen.

2.3. Finite-Element-Diskretisierung

Die Berechnung einer Losung von Aufgabe (2.4) scheitert i.d.R. daran, dafi der Raum V'
eine unendliche Dimension besitzt. Aus diesem Grund ersetzt man V durch einen endlich-
dimensionalen Raum V;, C V' und gelangt somit zur neuen Aufgabe

Finde up, € V}, so, daf a(up,w) = f(w) fir alle w € V}, gilt. (2.5)

Sei {p1,...,pn} eine Basis von Vj,. Mit dem Ansatz
n
Up = sz’% (2.6)
i=1

148t sich (2.5) zu einem linearen Gleichungssystem Az = b fiir z = (z1,...,2,)’ umformu-
lieren. Dabei sind die Systemmatriz A und die rechte Seite b wie folgt definiert:
A = (aij)ij=1 mit a;; = a(py, i), (2.7)
b = (bi)?zl mit bi = f((pl) (2.8)



2.3. Finite-Element-Diskretisierung

Teilt man die Bilinearform a(-,-) in einen Diffusionsteil
agq(u,v) = 8/ Vo - Vudz
Q

und einen Konvektionsteil

ac(u,v) = / (b- Vu)vdz (2.9)
Q
auf, so ergibt sich fiir A eine analoge Zerlegung
A=AP + A%, (2.10)

wobei AP und A® dem Diffusions- bzw. Konvektionsanteil entsprechen.

Die Konstruktion von Vj, erfolgt iiber eine Zerlegung von © C R? in abgeschlossene
Dreiecke (d = 2) bzw. Tetraeder (d = 3). Dabei wird davon ausgegangen, daf eine solche
Zerlegung oder Triangulation existiert. Betrachtet werden weiterhin nur zuldssige Triangu-
lationen.

Definition 2.3.1 Sei 7 = {t1,...,tnr} eine Triangulation von Q. 7 heifit zuldssig, falls
i) Q= Uz]\il ti,

ii) fir ¢ # j ist t; N ¢; entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame
Kante (oder ein gemeinsames Dreieck im R3).

Bezeichnet man mit h(¢) die Liange der langsten Kante von t € T, so 1a8t sich durch die Grofie
h(T) = maxeT h(t) der Triangulation 7 ein Diskretisierungsparameter h = h(7T) zuweisen,
der die “Feinheit” der Zerlegung beschreibt. Anstelle von 7 wird auch 7T, geschrieben, falls
h(t) < 2h fir allet € T.

Liegt eine Familie von Triangulationen {73} vor, so sind hiufig weitere Eigenschaften
wiinschenswert. Sei hierzu p(¢) der Durchmesser der grofiten, in ¢ enthaltenen Kugel. Die
Familie {7} heit quasi-uniform, falls es eine Konstante x > 0 gibt, so daf

k < —= firallet € Ty.

Ersetzt man in dieser Abschitzung h(t) durch h, so gelangt man zu einer weiteren Eigen-
schaft: {75} heifit uniform, falls es eine Konstante v > 0 gibt, so daf}
p(t)

WST fiir alle t € T,

In der Praxis werden Triangulationen hiufig konstruiert indem man eine grobe Zerle-
gung von () spezifiziert und diese anschlieflend verfeinert. Im zweidimensionalen Fall kann
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eine solche Verfeinerung eines Elementes t € T z.B. durch das Verbinden der Kantenmittel-
punkte erfolgen, wie es in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Die so entstehenden Dreiecke, auch
Sohne genannt, sind kongruent zum urspriinglichen Dreieck, dem Vaterelement. Somit ist
die Anzahl von Kongruenzklassen der Elemente einer Triangulation durch die Anfangstri-
angulation bestimmt und insbesondere beschrinkt. Solche Verfeinerungen werden auch als
requldre Verfeinerungen bezeichnet.

Abbildung 2.1: Regulire Verfeinerung eines Dreiecks

Die Konstruktion einer reguliren Verfeinerung im dreidimensionalen Fall ist schwieriger,
da eine Zerlegung eines Tetraeders in 8 kongruente Tetraeder i.allg. nicht méglich ist. In
[Bey95] ist ein Verfahren beschrieben, in welchem die Tetraeder in eine endliche Anzahl
von Kongruenzklassen zerfallen. Hierbei werden zunéchst, wie im zweidimensionalen Fall,
die Kantenmittelpunkte jedes Dreiecks miteinander verbunden. An den Eckpunkten des
Tetraeders bilden sich so 4 neue Tetraeder, die dhnlich zum Ausgangstetraeder sind. Im
Zentrum des Tetraeders bleibt anschlieffend ein Oktaeder iibrig. In Abbildung 2.3 ist diese

T
&> s %

Kantenhalbierung Innere Diagonalen

Abbildung 2.2: Regulire Verfeinerung eines Tetraeders

Im Inneren dieses Oktaeders kreuzen sich drei Parallelogramme. Wird der Oktaeder ent-
lang zwei dieser Parallelogramme aufgeschnitten, so entstehen weitere 4 Tetraeder, welche
aber nicht mehr dhnlich zum Ausgangstetraeder sind. Allerdings besitzen alle acht Teilte-
traeder das gleiche Volumen.

10



2.4. Diskretisierung des Konvektionsanteils

Das Problem bei der Verfeinerung besteht darin, die richtige Wahl fiir die beiden Paral-
lelogramme zu treffen, da bei einer ungeschickten Auswahl die Anzahl der Kongruenzklassen
der Tetraeder beliebig grofl werden kann. Der Algorithmus in [Bey95] 16st dieses Problem
durch eine feste Numerierung der Eckpunkte der Teiltetraeder. Eine andere Strategie basiert
auf den Lingen der inneren Diagonalen des Oktaeders. Hierzu beobachtet man zunichst,
daf} jede Wahl zweier Parallelogramme einer inneren Diagonale des Oktaeders entspricht
(siehe auch Abbildung 2.3). W&hlt man in jedem Verfeinerungsschritt jeweils die Parallelo-
gramme aus, die der kiirzesten Diagonale entsprechen, so gelangt man zu einem Verfahren,
welches unter geeigneten Voraussetzungen dquivalent zu der Numerierungsstrategie ist.

Der Raum V}, aus (2.5) wird im folgenden als der Raum der stetigen, stiickweise linearen
Funktionen iiber der Triangulierung 7 mit der Nebenbedingung

pi(v;) = dij (2.11)

gewdhlt, wobei v; ein Eckpunkt eines Elementes von 7, ein sog. Knoten ist. Durch den
stiickweise linearen Ansatz sind die Funktionen in V}, durch die Werte an den Knoten be-
stimmt. Aufgrund dieser Eigenschaft identifiziert man auch hiufig die Koeffizienten x; aus
(2.6) mit den entsprechenden Knoten v;. Die Nebenbedinung (2.11) sorgt fiir einen klei-
nen Triager der Basisfunktionen. Dies fiithrt dazu, dal die Systemmatrix A schwachbesetzt
ist, d.h. nur O(n) Eintridge ungleich Null enthdlt. Weiterhin erlaubt (2.11) die eindeutige
Zuordnung einer Basisfunktion ¢; zu einem Knoten v;.

2.4. Diskretisierung des Konvektionsanteils

Die im letzten Abschnitt beschriebene Finite-Element-Diskretisierung ist im Falle dominan-
ter Konvektion (¢ < 1) instabil, was sich durch heftige Oszillationen der diskreten Losung
bemerkbar macht. Die Schwierigkeiten ergeben sich bei der Diskretisierung des Konvektions-
terms b-Vu. Die dabei verwendete Approximation kann interpretiert werden als Annidherung
durch zentrale Differenzen.

Eine Moglichkeit zur Stabilisierung der Methode bietet die sog. Upwind-Strategie, in
welcher die Konvektionsrichtung in die Approximation des Konvektionsterms miteinbezogen
wird. Anschaulich geht man dabei zu einseitigen Differenzen iiber. Hierzu betrachtet man in
einem Knoten v; die negative Konvektionsrichtung —b(v;). Diese schneidet ein angrenzendes
Element, das Upwind-Dreieck im R? bzw. Upwind-Tetraeder im R3. In Abbildung 2.4 ist
die Situation in einem Beispiel dargestellt, dessen Notation im folgenden genutzt wird.

Die Approximation von b- Vu in v; lautet

b0 - Vo) = S (o)

11



2. Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Abbildung 2.3: Upwind-Dreieck

Sei ; die zu v; gehorige, stiickweise lineare Basisfunktion aus Abschnitt 2.3 und bezeichne
S; deren Triger. Der Konvektionsanteil a.(-,-) 18t sich wie folgt annédhern:

Si u(v;) — u(y)

- b’U'
T bl

ac(ua Sov) ~

Damit ergeben sich nur fiir die drei Knoten des Upwind-Dreiecks Nicht-Null-Eintréige in der
Matrix AC:

S; .
w“v(viﬂb ; t=1J

aclpsy pi) & e Wlo()le  § =4k oder j =m
0 sonst

?

Mit zusétzlichen Bedingungen an das zugrundeliegende Gitter folgt eine M-Matriz- Eigenschaft
der Systemmatrix A.

Fiir eine vertiefende Behandlung der Upwind-Strategie, sowie zu Alternativen sei auf
[Bor99] verwiesen.

2.5. Reprasentation der Gitter

Bei der Implementierung der Methode der finiten Elemente liegt ein wesentlicher Punkt in
der Darstellung der Gitter bzw. der Triangulationen. Hier gibt es verschiedene Méglichkei-
ten, die auf unterschiedliche Aspekte hin optimiert wurden, z.B. Speicherbedarf und Ver-
waltungsaufwand. In diesem Abschnitt sollen einige dieser Repréisentationen kurz diskutiert
werden.

Ausgehend von dem Prinzip der finiten Elemente bietet sich eine elementorientierte
Speicherung eines Gitters an. Dabei wird jedes Element der Triangulation durch ein einzelnes
Objekt repriisentiert. Die Speicherung der Geometrieinformationen eines Elements erfolgt
ebenfalls durch das Anlegen eines Objektes fiir jeden Knoten. Eine Gitterdarstellung, die

12



2.5. Représentation der Gitter

vergleichsweise wenig Speicher benétigt und mit den beschriebenen Strukturen auskommt,
wéire etwa

e Element — Knoten, Nachbarn, S6hne, Vater
e Knoten — Koordinaten.

Hierbei wurde schon den Anforderungen an Verfeinerungstechniken Rechnung getragen,
indem sowohl eine horizontale Kommunikation zwischen Nachbarelementen in einem Gitter,
als auch eine vertikale Kommunikation zwischen einem Element und seinen Séhnen bzw.
seinem Vater realisiert ist.

Die horizonale Kommunikation ist z.B. hilfreich, wenn es um den Abgleich von gemein-
sam gespeicherten Objekten geht. Wurde etwa von einem Element wihrend der reguliren
Verfeinerung aus Abschnitt 2.3 ein Knoten an einem Kantenmittelpunkt angelegt, so kann
ein Nachbarelement Zugriff auf diesen Knoten iiber eine Anfrage an das erste Element erlan-
gen. Ein weiteres Beispiel fiir horizontale Kommunikation findet sich in adaptiven Verfeine-
rungen (siehe z.B. [Bey98]). Um eine zuléssige Triangulation zu erreichen, erfolgt dort eine
Anpassung der Verfeinerungsstrategie eines Elementes in Abhéngigkeit von seinen Nach-
barelementen. Ebenfalls in adaptiven Verfeinerungen ergibt sich eine Anwendung fiir die
vertikale Kommunikation, falls etwa bereits angelegte Séhne eines Elementes wieder ent-
fernt werden miissen, um das Gitter zu vergrébern.

Eine Erweiterung der beschriebenen Gitterdarstellung gelingt durch die Reprisentation
von Kanten. Ein Vorteil bei der Verwendung von Kanten ist die Kommunikation von einem
Knoten zu seinen Nachbarknoten. Auflerdem kann die Verwaltung von Kantenmittelpunkten
oder auch der Eckknoten eines Elementes auf die Kanten iibertragen werden. Haben dann
zwei benachbarte Elemente Zugriff auf das gleiche Kantenobjekt, so steht beiden Elementen
ohne entsprechende Kommunikation auch der Kantenmittelpunkt zur Verfiigung.

Auf diesen Grundobjekten basierende Gitterdarstellungen sind sehr verbreitet, da sie
einen guten Kompromify zwischen Speicherbedarf und Verwaltungsaufwand darstellen. Als
Beispiel seien etwa die Programmpakete UG (siehe [Bas96]) oder AGM3D (siehe [Bey98])
genannt. Bei UG wird dabei die folgende Gitterreprisentation verwendet:

e Element — Knoten, Nachbarn, S6hne, Vater
e Kante — Knoten (2)
e Knoten — Koordinaten, Kanten (< o0)

Eine Kante dient hierbei lediglich der Kommunikation zwischen den beiden Endknoten.
Weiterhin hat ein Element keinen direkten Zugriff auf die Kantenobjekte. Im AGM3D-
Paket wird dagegen die Verwaltung der Kantenmittelpunkte in den Kanten selbst vorge-

nommen und die Elemente kénnen iiber die Kanten darauf zugreifen. Die Gitterdarstellung
bei AGM3D lautet:

13



2. Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

e Element — Knoten, Kanten, S6hne, Nachbarn
e Kante — Knoten, Mittelpunkt
e Knoten — Koordinaten, Kanten (< oo)

In allen bisher beschriebenen Darstellungsarten hatten die Elemente direkt Zugriff auf
ihre Geometrieinformationen, da die Knoten in den Elementen gespeichert wurden. Auch
wurden Verweise zu Nachbarelementen in den Elementen selbst verwaltet. Ein alternativer,
hierarchischer Ansatz verwendet eine eindimensionale Abstufung. Die dabei reprisentier-
ten Strukturen sind Elemente, Flichen, Kanten und Knoten, wobei im zweidimensionalen
Fall die Flichen entfallen. Jede Struktur verwaltet dabei solche Objekte, die jeweils eine
Dimension kleiner sind. Die einzige Ausnahme bilden Verweise auf Nachbarelemente. Die
Kommunikation wird hierbei iiber die Strukturen ausgefiihrt, die zwei Elemente trennen,
d.h. Kanten im R? und Flichen im R3. Die Gitterdarstellung im R3 lautet:

e Element — Fliche, Sohne, Vater

e Fliche — Kanten, Nachbarelemente (2), Sohne
e Kante — Knoten (2), Mittelpunkt, S6hne

e Knoten — Koordinaten

Im zweidimensionalen Fall ist die Darstellung dagegen wie folgt definiert:

e Element — Kanten, S6hne, Vater
e Kante — Knoten (2), Mittelpunkt, Nachbarelemente (2), Sohne
e Knoten — Koordinaten

Die Sohn-Felder bei Flachen und Kanten dienen der Speicherung von Flichen- bzw. Kanten-
Objekten, die bei der Verfeinerung angelegt wurden, etwa den beiden Teilkanten bei der
regulidren Verfeinerung aus Abschnitt 2.3.

Die eindimensionale Abstufung bietet bei der Verwaltung einer Verfeinerung den Vorteil,
daf} neu angelegte Objekte allen Strukturen zur Verfiigung stehen, ohne das eine Kommu-
nikation stattfinden muf}. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Zwei Nachbarelemente ¢; und
to besitzen Zugriff auf die gleiche Fliche. Wird diese von Element £; bei der Verfeinerung
in entsprechende Teilflichen zerlegt, so stehen auch Element to diese Teilflichen bei der
Konstruktion seiner S6hne zur Verfiigung, ohne daf} to hierzu eine Kommunikation mit ¢;
durchfithren muf.

Ein wesentlicher Nachteil dieser Art der Gitterdarstellung ist allerdings der vergleichs-
weise grofle Speicherbedarf, speziell im dreidimensionalen Fall. Ein Grund hierfiir liegt darin,
daf} die Gesamtzahl der zu speichernden Fliachen wesentlich grofler ist als die Anzahl der Ele-
mente. Demgegeniiber kénnen Informationen die einzelne Flichen betreffen direkt in diesen
abgelegt werden. Ein Beispiel hierfiir ist der in Abschnitt 4.3.3 vorgestellte Algorithmus zur
Konstruktion von Oberflichen, die iiber Dreiecksflichen in einem Tetraedergitter aufgebaut
werden.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Die Grundlage der meisten in dieser Arbeit genutzten Algorithmen und Techniken bilden
Graphenalgorithmen. In diesem Kapitel werden deshalb die graphentheoretischen Begriffe
definiert, die zur Formulierung dieser Verfahren nétig sind. Zunéchst erfolgt in Abschnitt
3.1 eine Vorstellung der verwendeten Graphen.

In Abschnitt 3.2 geht es anschliefend um ein Problem aus der Graphentheorie, das sog.
Feedback- Vertez-Set-Problem, auf dessen Losung viele der Anordnungstechniken in Kapitel 4
aufbauen. Um diese Losungen auch praktisch nutzen zu kénnen, werden in den Abschnitten
3.2.1 und 3.2.2 verschiedene Algorithmen fiir deren Berechnung vorgestellt.

3.1. Graphen und Digraphen

Definition 3.1.1 (Graph) Es sei V eine Menge und E C V x V eine symmetrische Rela-
tion iiber V. Man bezeichnet das Paar G = (V, E) als (ungerichteten) Graphen.

Die Menge V heifit Knotenmenge und die Elemente aus V' Knoten des Graphen G. E
heiflt Kantenmenge und die Elemente aus £ Kanten.

Aufgrund der Symmetrie von E wird nicht zwischen dem Paar (u,v) € E bzw. (v,u) € E
unterschieden, d.h. diese Kanten werden als gleich betrachtet.

Sind u,v € V(G) und e € E(G) mit e = (u,v), so heifen v und v Endknoten der Kante
e; man sagt auch, die Kante e inzidiert mit den Knoten v und v oder u und v sind durch
die Kante e verbunden. Im Falle v = v heiflt e Schlinge oder Loop. Verschiedene Kno-
ten, die durch eine Kante verbunden sind, heiflen benachbart oder adjazent. Inzidieren zwei
verschiedene Kanten mit einem gemeinsamen Knoten, so nennt man die Kanten inzident.

Man beachte, da3 aufgrund der Definition eines Graphen zwei Knoten hochstens durch
eine Kante verbunden sein kénnen. Somit sind Mehrfachkanten, d.h. verschiedene Kanten
mit gleichen Endknoten, ausgeschlossen.

Neben den ungerichteten Graphen spielen in der Graphentheorie die gerichteten Graphen
eine grofie Rolle.

Definition 3.1.2 (Digraph) Es seien V eine Menge und E C V X V eine Relation iiber
V. Das Paar G = (V, E) wird als Digraph oder als gerichteter Graph G bezeichnet.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Die Elemente aus E = FE(G) werden auch als gerichtete bzw. orientierte Kanten be-
zeichnet. Sind u,v € V und ist e = (u,v) € E, so heiit u Anfangsknoten und v Endknoten
der Kante e. Die Kante e wird auch als ausgehende Kante von u bzw. als eingehende Kante
von v bezeichnet. Desweiteren heifit v Vorgdnger von v und v Nachfolger von u.

Bemerkung 3.1.3 In dieser Arbeit werden nur Graphen benutzt, deren Knoten- und Kan-
tenmenge endlich ist. Man spricht in diesem Fall auch von einem endlichen Graphen.

Definition 3.1.4 (Knotengrad) Ist G = (V, E) ein Graph und v ein Knoten, so wird mit
d(v,G) = d(v)

die Anzahl der inzidierenden Kanten bezeichnet, wobei Schlingen doppelt geziahlt werden.
Man nennt d(v) auch Grad des Knoten v.
Ist G ein Digraph, so bezeichnen

do(v,G) =dy(v) bzw. de(v,G) = dc(v)

die Anzahl der ausgehenden bzw. eingehenden Kanten von v. Dabei heifit d,(v) Ausgangs-
grad und d.(v) Eingangsgrad von v.

Definition 3.1.5 (Graphenhomomorphismus) Es seien G = (V, E) ein G' = (V', E')
zwei Graphen und f : V. — V' sowie F : E — E’ Abbildungen. Das Paar (f, F) heifit
Graphenhomomorphismus, wenn fiir alle e € E gilt:

e = (u,v) = F(e) = (f(u), f(v)).

Sind die Abbildungen f und F bijektiv, so heiflt (f,F') Graphenisomorphismus und die
Graphen G und G’ zueinander isomorph.

Definition 3.1.6 (Teilgraph) Ein Graph G' = (V' E') heifit Teilgraph eines Graphen
G = (V,E), in Zeichen G’ C G, falls V' CV, EE CEN (V' x V').

Sei V! C V. Der Teilgraph von G, der aus V' und allen Kanten von G besteht, die
nur mit Knoten aus V' inzidieren, heifit der von V' induzierte Teilgraph G(V') von G. Fiir
V" CV sei die Reduktion G — V" von G um V" definiert durch G — V" = G(V - V").

Sei E' C E. Der Teilgraph von G, der aus E’ und allen Knoten aus G besteht, die
mit Kanten aus E’ inzidieren, heifit der von E' erzeugte Teilgraph von G, in Zeichen G(E").
Analog zur Reduktion um eine Knotenmenge sei die Reduktion um eine Kantenmenge E" C
E definiert als G — E" = G(E — E").

Bemerkung 3.1.7 Die Begriffe und Operationen aus den Definitionen 3.1.5 und 3.1.6 las-
sen sich analog fiir Digraphen definieren.
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3.1. Graphen und Digraphen

Ein fiir die Komplexititsbetrachtung spéaterer Algorithmen wichtiger Begriff ist Gegen-
stand der folgenden Definition.

Definition 3.1.8 Sei G = (V, E) ein (Di-) Graph. Dann bezeichnet |G| = |V| + |E| die
Grifie des Graphen G.

Bemerkung 3.1.9 In den folgenden Kapiteln wird auf die Unterscheidung zwischen Graph
und Digraph verzichtet, sofern diese aus dem Kontext hervorgeht oder nicht wesentlich fiir
das jeweilige Thema ist.

3.1.1. Planare Graphen

In diesem Abschnitt soll eine Klassen von Graphen vorgestellt werden, deren Eigenschaften
wesentlich fiir die Anwendbarkeit spéterer Algorithmen sind.

Definition 3.1.10 Sei k : [0,1] — R? eine stetige Abbildung und k|(0,1) injektiv. Falls
k(0) # k(1) heilt k& Jordanbogen. Im Falle von k(0) = k(1) spricht man von einer Jordan-

kurve.

Definition 3.1.11 (Ebener Graph) Ein Graph G = (V, E) heifit ebener Graph, falls fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:

i) V C R?,

ii) Jeder Kante e; € E lait sich entweder eine Jordankurve oder ein Jordanbogen k;
zuordnen, mit: (k;(0),k;(1)) = e und k;(t) € V fir 0 < ¢ < 1.

iii) Fiir je zwei verschiedene Kanten e;,e; € E und fiir alle s,t € (0,1) gilt: k;(t) # k;(s).

Definition 3.1.12 (Planarer Graph) Sei G ein Graph. Existiert ein ebener Graph G’
derart, dal G und G’ isomorph sind, so bezeichnet man G als planaren Graphen.

Ein planarer Graph kann also in der Ebene (dem R?) auf eine Art und Weise neu gezeichnet
werden, so daf sich jedes Paar von Kanten hochstens an den Endknoten trifft.

3.1.2. Graph einer Matrix

Der Graph einer Matrix gibt deren Besetztheitsstruktur wieder. Dabei werden die Indizes als
Knoten des Graph betrachtet und die Eintrige der Matrix als Kanten. Die genaue Definition
lautet:
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Definition 3.1.13 (Matrixgraph) Sei I eine endliche Indexmenge und A = (a;;)ijer €
K1 Der Matrizgraph G(A) := (V, E) ist definiert durch

V=1 und FE:={(4,j) €l x1 :i#jund |a;;| > 0}.

Besitzt A eine symmetrische Besetztheitsstruktur, so wird G(A) als ungerichteter Graph
aufgefaflt.

An Stelle der gesamten Kantenmenge ist man hiufig an einer Teilmenge interessiert, die
bestimmten Matrixeintrigen entspricht, z.B. nur an “starken” Eintrigen, die iiber ein x > 0
bestimmt werden:

E' ::{(i,j)EIXI ;1 # 7 und |az~j|>/€}.

Betrachtet man z.B. den Matrixgraphen der Systemmatrix aus Abschnitt 2.3, so 148t sich
so die Kantenmenge auf die Kanten beschrinken, die der Konvektionsrichtung folgen.

3.1.3. Gewichtete Graphen

Eine Erweiterung der in Definition 3.1.1 und 3.1.2 vorgestellten Graphen stellen die gewich-
teten Graphen dar:

Definition 3.1.14 (Gewichteter Graph) Ist G = (V, £) ein Graph und sind wy : V —
R+ und wg : E — R Abbildungen, so bezeichnet man G’ = (V, E, wy,wg) als gewichteten
Graph und wy und wg als Gewichtsfunktionen.

Liegt lediglich die Gewichtsfunktion iiber den Knoten vor, so spricht man von einem
knotengewichteten Graphen Gy = (V, E,wy). Analog wird der Graph Gg = (V, E,wg) als
kantengewichteter Graph bezeichnet.

Ein wichtiges Beispiel fiir gewichtete Graphen ergibt sich als Erweiterung der in Ab-
schnitt 3.1.2 definierten Matrixgraphen:

Definition 3.1.15 Sei I eine endliche Indexmenge und A = (a;;)ijc; € K'*I. Der Graph
Guw(A4) = (V, E,wy,wg) mit V=V (G(A)) und E = E(G(A)) und den Gewichtsfunktionen
wy :V = R4 und wg : E — R4 definiert durch

wy (v;) = lag| bzw. wg((vi,v))) = |ai;]

wird als gewichteter Matrizgraph von A bezeichnet.
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3.1. Graphen und Digraphen

3.1.4. Implementierung

Fiir die Komplexitéitsbetrachtung der spiteren Algorithmen (speziell derer in Abschnitt 3.2)
ist die verwendete Implementierung eines Graphen wichtig. Besondere Beachtung gilt dabei
den elementaren Operationen wie z.B. dem Einfiigen und Loschen eines Knotens bzw. einer
Kante im Graphen. An dieser Stelle soll deshalb niher auf diesen Sachverhalt eingegangen
werden.

Eine mogliche Grundlage fiir die Implementierung bildet die Adjazenzmatriz eines Gra-
phen.

Definition 3.1.16 (Adjazenzmatrix) Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,}.
Die Adjazenzmatriz A = A(G) € B"*" sei definiert durch:

1 R (vi, Uj) eF
aij =
0o , sonst

Die Adjazenzmatrix stellt somit das Gegenstiick zu den in Abschnitt 3.1.2 definierten Ma-
trixgraphen dar und gibt an, welche Knoten des Graphen iiber eine Kante miteinander
verbunden sind. Ein Eintrag auf der Hauptdiagonalen entspricht hierbei einer Schlinge.

Die in den spiteren Anwendungen vorkommenden Graphen verfiigen iiber eine Eigen-
schaft, die man sich bei der Speicherung zunutze machen kann. Diese Eigenschaft betrifft
die Anzahl der adjazenten Kanten eines Knotens, welche sich durch eine von der Grofie des
Graphen unabhingige Konstante abschétzen 148t. Die Ursache hierfiir liegt in der Schwach-
besetztheit der Matrizen, aus denen die Graphen gebildet werden (siehe Abschnitt 2.3).
Diese Schwachbesetztheit tibertrigt sich auf die Adjazenzmatrix.

In der Praxis gibt es verschiedene Techniken fiir das Abspeichern schwachbesetzter Ma-
trizen, wie etwa, Compressed-Row/Column-Storage, Diagonal-Storage oder Skyline-Storage,
die auf unterschiedliche Anwendungen hin optimiert wurden. Ein Problem bei diesen Dar-
stellungen ist die Modifikation einer bestehenden Matrix und somit des Graphen, etwa durch
das Hinzufiigen oder das Entfernen eines Knoten, da hierzu i.d.R. die gesamte Matrix um-
kopiert werden muf}. Auch ist in den, in dieser Arbeit auftretenden Graphen nicht immer
eine Zuweisung eines Knotennamens n € N moglich bzw. sinnvoll.

Aus diesen Griinden wurde auf eine Matrix-orientierte Darstellung verzichtet und statt
dessen die Kantenrelation des Graphen iiber Verkettungen der Knoten realisiert. Hierbei
besteht der Graph aus einer doppelt verketten Liste von Knoten. Jeder einzelne Knoten
enthilt weiterhin jeweils eine Liste seiner ausgehenden und eingehenden Kanten. Jede dieser
Kanten besitzt eine Referenz! auf ihren Anfangs- und Endknoten. In Abbildung 3.1.4 ist
die beschriebene Struktur noch einmal graphisch dargestellt.

!Es wird an dieser Stelle von einer Programmiersprache ausgegangen, die ein zu Zeigern oder Referenzen
auf Daten dquivalentes Konzept implementiert, etwa Pascal oder C.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Knoten

—{ T 1 ausgehende Kanten
—1 11 eingehende Kanten

—--—-- ——
Sl —— I v R ——

Abbildung 3.1: Darstellung eines Graphen tiber verkettete Listen

Durch die Verwendung von Listen liegt der Aufwand fiir das Hinzufiigen eines Knotens
bzw. einer Kante in O(1). Das Loschen eines Knotens hat ebenfalls einen O(1)-Aufwand,
falls das entsprechende Listenelement vorliegt. Anderenfalls ist zunichst eine Suche mit
Aufwand O(n) (bei bindrer Suche O(logn)) notig. Hierbei bezeichnet n die Anzahl der
Elemente der Liste.

Ein weiterer Vorteil der beschriebenen Graphenreprisentation ist der Zugriff auf den so-
genannten transponierten Graphen, in dem die Kantenrelation invertiert ist. Dies ist moglich,
da auch die eingehenden Kanten fiir jeden Knoten abgespeichert werden.

3.1.5. Pfade, Zykel und Zusammenhang

Definition 3.1.17 Sei G = (V, E) ein Graph, kK € Nundey,...,e; € E. Fallse; = (v;_1,v;)
firi=1,...,k, so heiit p = (e1 ..., ex) Kantenfolge oder Pfad von vy nach v der Linge
k. Fiir Pfade wird folgende Schreibweise verwendet:

p:(el,...,ek) :(vo,...,vk):(vo,el,vl,...,ek,ak) = VpV1...Vg-

Der Knoten vy heifit Anfangsknoten, der Knoten vy, Endknoten von p. Die Liange k von p
wird auch mit |p| bezeichnet. Der Pfad p heifit geschlossen, falls vy = v, und offen, falls
vy # Up.

Sind in einem Pfad alle Kanten paarweise verschieden, so spricht man von einem Kanten-
zug. Sind zusétzlich alle Knoten paarweise verschieden, so bezeichnet man den Kantenzug
als Weg. Ein geschlossener Kantenzug ¢ = vg...v, mit k > 0, heifit Kreis oder Zykel,
falls vy ...,vp_1 einen Weg bilden. Enthilt ein Graph keine Zykel, so nennt man ihn auch
azyklisch.

Definition 3.1.18 Sei G = (V, E) ein Graph. Zwei Knoten v, u € V heiflen zusammenhdingend,
falls ein Weg von v nach u existiert. Dies definiert auf der Knotenmenge eine Aquivalenzrela-
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tion. Jeder von einer Aquivalenzklasse induzierte Teilgraph heifit Zusammenhangskomponen-
te oder Komponente von G. Besteht G nur aus einer einzigen Zusammenhangskomponente,
so bezeichnet man den Graphen als zusammenhdngend.

Definition 3.1.19 Sei G = (V, E) ein Digraph. Analog zu Definition 3.1.17 seien orientierte
Kantenfolgen

p = (Vo,€1,V1,...,€k V) = (Vo ..., V) =00 ...k

von vg nach vy, der Linge k = |p| mit v; € V, ¢; € E und e; = (v;j—1,v;), orientierte Kan-
tenziige, orientierte Wege, offene und geschlossene orientierte Kantenfolgen und orientierte
Kreise definiert.

Seien u,v € V. Existiert ein Weg von « nach v, so heifit v von u aus erreichbar. Ist sowohl
v von u aus erreichbar, als auch u von v aus, so bezeichnet man v und v als stark zusam-
menhdngend. Wie im Fall der ungerichteten Graphen definiert der starke Zusammenhang
auf der Knotenmenge eine Aquivalenzrelation. Die durch die Aquivalenzklassen induzierten
Teilgraphen heiflen starke Zusammenhangskomponenten von G.

Definition 3.1.20 Seien G = (V, E) ein Graph und |J;_; G; eine disjunkte Zerlegung von
G. Der Graph G = (V, Eg) mit

Vo = {G;:i=1,...,n} und

EQ = {(Gi,Gj) :dw; € V(Gi),vj € V(Gj) mit (vi,vj) € E}

heifit Quotientengraph von G.

Ein Beispiel fiir einen Quotientengraph ist der Graph der starken Zusammenhangskom-
ponenten. Da starke Zusammenhangskomponenten maximal sind, d.h. nicht Teilgraph einer
anderen Komponente, ist dieser Quotientengraph azyklisch.

3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

In diesem Abschnitt soll das Problem definiert werden, welches in vielen der spéiteren An-
ordnungsalgorithmen zu l6sen sein wird.

Definition 3.2.1 (Feedback Vertex Set) Sei G = (V,E) ein Graph. Sei ' C V. Ist
G — F azyklisch, so bezeichnet man F' als Feedback Vertex Set oder kurz F'VS von G. Die

Knoten in F' heiflen Feedbacknoten. F' wird minimales Feedback Vertex Set genannt, falls F
ein FVS von G ist und fiir alle anderen FVSs F' von G gilt: |F| < |F'|.

Bemerkung 3.2.2 Aquivalent zu “G — F ist azyklisch” in Definition 3.2.1 ist: F enthilt
aus jedem Zykel in G mindestens einen Knoten.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Das klassische FVS-Problem besteht darin, fiir einen gegebenen Graphen G und ein
k € N zu bestimmen, ob G ein FVS der Kardinalitit k besitzt. Alternativ hierzu und fiir
die Anwendung in dieser Arbeit eher geeignet ist das Problem, fiir einen gegebenen Graphen
ein minimales F'VS aufzufinden. Dieses ist i.d.R. nicht eindeutig bestimmt, z.B. bei einem
Graphen, der aus einem Zykel mit Linge > 2 besteht.

Die Hauptschwierigkeit bei der Lésung des FVS-Problems ist dessen NP-Vollstdndigkeit
(siche [GJ79]), somit existiert unter der Annahme P # NP kein effizienter, also in Poly-
nomzeit arbeitender Losungsalgorithmus. Allerdings lassen sich fiir spezielle Klassen von
Graphen Algorithmen angeben, die das FVS-Problem effizient 16sen.

Falls ein solcher Losungsalgorithmus nicht vorliegt, geniigt in der Regel auch ein so-
genannter approzimativer Algorithmus. Darunter versteht man ein Verfahren, welches ein
FVS berechnet, das hochstens durch einen konstanten Faktor von der Kardinalitit eines
minimalen FVS abweicht. So ermittelt der in Abschnitt 3.2.2 vorgestellte Algorithmus ein
FVS, welches hichstens doppelt so grol wie ein minimales FVS ist.

Fiir eine andere Klasse von Algorithmen, die sogenannten heuristischen Verfahren, sind
solche Abschitzungen nicht moglich. Ihre Anwendung ist nur durch die guten Resultate
begriindet, die mit ihnen erzielt werden. Ein Beispiel fiir einen solchen Algorithmus wird in
Abschnitt 3.2.1 vorgestellt.

3.2.1. Ein heuristischer FVS-Algorithmus

Der in diesem Abschnitt beschriebene Algorithmus geht zuriick auf ein in [LSW88] be-
schriebenes Verfahren, welches das FVS-Problem fiir eine spezielle Klasse von Graphen in
Polynomzeit 16st. Dabei wird der Graph verschiedenen Transformationen unterworfen, um
die Feedbackknoten zu bestimmen. Diese Transformationen und die sich daraus ableitende
Klasse von Graphen sollen in den beiden néchsten Definitionen vorgestellt werden.

Definition 3.2.3 Sei G = (V, E) ein Graph und sei v € V. Seien die Graphentransforma-
tionen %1, ..., t5; wie folgt definiert:

e t; — Ist v ein Knoten mit einer Schlinge, dann setze G = G — {v}.
e ty — Ist v ein Knoten mit d,(v) = 0, dann setze G = G — {v}.
e t3 — Ist v ein Knoten mit d.(v) = 0, dann setze G = G — {v}.

e t;, — Ist v ein Knoten mit genau einem Nachfolger v # v, dann fiige Kanten zwischen
allen Vorgéngern von v und » zu E hinzu und setze G = G — {v}.

e {5 — Ist v ein Knoten mit genau einem Vorgéinger u # v, dann fiige Kanten zwischen
allen Nachfolgern von v und u zu E hinzu und setze G = G — {v}.
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3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

Bezeichne t(G,v) den Graphen, der sich nach Anwendung von Transformation ¢ auf G und
v ergibt. Eine Transformation ¢ heifit auf einen Knoten v € V' anwendbar, falls t(G,v) # G.

Die Transformationen t4 und t5 sind in Abbildung 3.2 an einem Beispiel illustriert.

u
t 4 ty
v — \'% o
u
Abbildung 3.2: Transformationen ¢4 und s

Definition 3.2.4 Sei G ein Graph. Eine T-Sequenz von G ist eine Folge (Tp, vo), - - . , (Tk, vk)
von Transformationen und Knoten mit v; € V(G;) und T; € {t1,...,t5}, so daB T; auf v;
anwendbar ist. Dabei sei Gy = G und G;y; = T;(Gj,v;). Eine T-Sequenz heifle vollstindig,
falls |V(Gg)| = 0. Besitzt G eine vollstindige T-Sequenz, so bezeichnet man G als zwei-
Wege-reduzierbar bzw. als zwei- Wege-reduzierbaren Graphen.

Aufbauend auf den Transformationen ist in [LSW88] ein Algorithmus vorgestellt worden,
der fiir einen gegebenen zwei-Wege-reduzierbaren Graphen ein minimales FVS berechnet.
Dazu wird eine vollstindige T-Sequenz aufgebaut, indem sukzessive fiir alle Knoten des
Graphen die jeweils anwendbaren Transformationen ausgefithrt werden. Das FVS wird von
allen Knoten v; der T-Sequenz mit T; = ¢ gebildet. Das genaue Verfahren ist in Algorithmus
3.1 dargestellt. Wie in [LSW88] bemerkt wird, arbeitet dieses Verfahren unabhingig von
der Reihenfolge der Knoten.

Eingabe: Graph G ohne Mehrfachkanten
1:=0; Gy :=G; F :=10;
while V(G;) # 0 do
if “keine Transformation auf Knoten anwendbar” then
Abbruch; { G ist nicht zwei- Wege-reduzierbar }
else
wéhle v € V und t € {t,...,t5}, so daB ¢t auf v anwendbar;
endif;
if t =t then F := F U {v}
Gi+1 = t(Gi,U); =14+ 1;
endwhile;
FVS = F;
Algorithmus 3.1: FVS-Algorithmus fiir zwei-Wege-reduzierbare Graphen

Die Korrektheit und Vollstédndigkeit des Verfahrens beruhen auf den folgenden beiden
Sétzen, die in [LSW88, Abschnitt 5] bewiesen werden.
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Satz 3.2.5 Sei G ein Graph. Falls G zwei-Wege-reduzierbar und 7" eine vollstéindige T-
Sequenz von G ist, so bildet {w : (w,t;) € T'} ein minimales FVS von G.

Satz 3.2.6 Sei G = (V, E) ein Graph und v € V. Falls G zwei-Wege-reduzierbar und die
Transformation ¢ € {¢,...,t5} auf v anwendbar ist, existiert eine vollstindige T-Sequenz
von G mit (¢,v) als ihrem ersten Element.

Um Algorithmus 3.1 auch auf allgemeine Graphen anwenden zu kénnen, mufl der Ab-
bruch im Falle eines nicht-zwei-Wege-reduzierbaren Graphen durch eine geeignete, zuséitz-
liche Transformation ersetzt werden.

Definition 3.2.7 Sei G = (V, E) ein Graph und sei v € V. Sei die Transformation g
definiert durch

e ts — Sei v ein Knoten mit ¢ ...¢; nicht auf v anwendbar und d(v) = maxycy d(u).
Setze G = G — {v}.

Eine T-Sequenz von G ist eine Folge (Ty, v), ..., (Tk, vp) mit v; € V(Gy), T; € {t1,...,ts},
T; auf v; anwendbar, Gy = G und G+ = T;(G;,v;) fiir alle i € {0,...,k}. Eine T-Sequenz
heifle vollstindig, falls |V (Gy)| = 0.

Transformation tg setzt eine einfache Heuristik fiir das FVS-Problem um: Entferne sukzes-
sive die Knoten mit maximalen Grad bis der Graph azyklisch ist. Die Begriindung fiir dieses
Vorgehen bildet Bemerkung 3.2.2 und die Annahme, dafl der Grad eines Knotens mit der
Anzahl der Zykel, die diesen Knoten enthalten, korreliert.

Mit dem folgenden Lemma folgt die Korrektheit und Vollstdndigkeit von Algorithmus
3.2.

Lemma 3.2.8 Sei G = (V, E) ein Graph.

i) Algorithmus 3.2 terminiert und berechnet eine vollstindige T-Sequenz T' = (17, v1),
ey (Tk,vk) von G.

ii) Sei F' das durch Algorithmus 3.2 berechnete FVS von G. Dann gilt: G — F' ist azyklisch.
Beweis:

zu i) Algorithmus 3.2 terminiert nach |V(Gg)| Schritten, da in jedem Schritt ein Kno-
ten aus dem Graphen entfernt wird. Somit wird auch eine vollstindige T-Sequenz
berechnet.

zu i) Annahme: G — F' ist nicht azyklisch. Dann existiert mindestens ein Zykel ( in G — F.
Sei v € V({) und somit v ¢ F. Es gilt: 3 (t,v) € T : t Zt1 At # tg. Dav € V(()
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und somit mindestens einen Vorgéinger und einen Nachfolger besitzt, folgt: 3 (¢,v) €
T :t =ty Vit = ts. Betrachte (T;,u1) € T mit T; € {ta,t5}, vy € V(¢) und
V(G;) NV (¢) = {u1,uz}. Nach Definition von ¢4 und t5 gilt: ujug ist Zykel in G;
und (ug,uz) € E(Gi+1). Dann ist aber nur noch ¢; auf us anwendbar. Es ergibt sich
ein Widerspruch und somit ist G — F' azyklisch.

U

Eingabe: Digraph G = (V, E)
i:=0,Go:=G, F:=0, F =0
while V(G;) # 0 do
if “keine Transformation auf Knoten anwendbar” then
vi=umitu € {veV :dv)>dw) fir alle w € V};
t:=te; F':= F' U{v};
else
wahle v € V und t € {t1,...,t5}, so daB ¢ auf v anwendbar;
endif;
if t =1t then F := FFU {v};
Gip1 =t(Gy,v); i =i+ 1;
endwhile;
FVS = FUF';
Algorithmus 3.2: FVS-Algorithmus fiir Digraphen

Wie aus Satz 3.2.5 folgt, wird in Algorithmus 3.2 ein minimales FVS fiir einen gegebenen
Graphen berechnet, falls die Transformation ¢g nicht angewendet wird.

3.2.1.1. Implementierung

In der bisherigen Form ist Algorithmus 3.2 nur bedingt fiir eine Implementierung geeignet.
Ein Grund hierfiir liegt in dem Nichdeterminismus bei der Auswahl eines zu transformieren-
den Knotens. Hier kann es zu ungiinstigen Laufzeiten kommen, falls zunichst ein passender
Knoten gesucht werden mufl. Dieses Verhalten 14t sich vermeiden, da es Abhéngigkeiten
zwischen der Transformation eines Knotens und der Anwendbarkeit von Transformationen
auf seine Vorgéinger bzw. Nachfolger gibt. Aulerdem soll auf Alternativen bei der Wahl des
Knotens in Transformation tg eingegangen werden, die Auswirkungen auf die Laufzeit des
Algorithmus haben.

Anwendung der Transformationen
Zunéchst werden in einem ersten Schritt alle Knoten auf die Anwendbarkeit einer der Trans-
formationen t1,...,t5 hin getestet und die entsprechende Transformation angewandt. Dies
fiihrt dazu, daB8 nur noch Knoten im Graphen vorhanden sind, die mégliche Kandidaten fiir
te sind. Insbesondere besitzt kein Knoten in G eine Schlinge.

Die néchste auszufithrende Transformation mufl ¢4 sein. Dies impliziert das Entfernen
eines Knotens v aus dem Graphen. Somit dndert sich der Eingangs- bzw. Ausgangsgrad
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aller Vorgénger und Nachfolger von v. Folglich ist ein Test auf die Anwendbarkeit der
Transformationen ts, ..., t5 auf alle zu v adjazenten Knoten angebracht.

Gleiches gilt fiir die Transformationen ¢1, 2 und 3, in denen ebenfalls Knoten aus dem
Graphen entfernt werden und somit der Grad benachbarter Knoten geindert wird. Bei #;
und %3 ist allerdings zu beachten, dafl nur der Ausgangs- bzw. der Eingangsgrad der adjazen-
ten Knoten geéindert wird und es somit geniigt, auf die Anwendbarkeit der Transformationen
to und t4 bzw. t3 und t5 hin zu testen.

Nachdem im ersten Schritt des Algorithmus alle Schlingen im Graphen entfernt wurden,
besteht nur durch die Anwendung der Transformationen t4 oder t5 die Moglichkeit zur Kon-
struktion einer Schlinge. Somit geniigt ein entsprechender Test bzgl. t; nach dem Einfiigen
der neuen Kanten in t4 bzw. ts.

In Algorithmus 3.3 sind die Prozeduren fiir die Transformationen ¢, und ¢3 angegeben,
die sich aus den dargestellten Abhingigkeiten ergeben. Zunéchst wird die Anwendbarkeit
der Transformation auf den Knoten v iiberpriift. Da der Knoten aus dem Graphen entfernt
wird, erfolgt eine Sicherung der Nachfolger bzw. Vorgénger von v in einer Liste. Schlieflich
werden alle Knoten in dieser Liste, sofern sie nicht schon transformiert wurden, auf die

Anwendbarkeit der Transformationen ¢o und ¢4 bzw. t3 und t5 hin iiberpriift.

procedure t_2( v,G )
if d,(v) =0 then
P :={u € V(G) : uist Vorginger von v};
G:=G—{v};
for all v € P do
if vweV(G) thent2(u,G);
if weV(G) thent4(u,G);
endfor; endif; end;

procedure t 3( v,G )
if d.(v) =0 then
S:={u € V(Q) : u ist Nachfolger von v};
G:=G - {v};
forall ue S do
if uweV(G) thent3(u,G);
if weV(G) thent5(u,G);
endfor; endif; end;

Algorithmus 3.3: Prozeduren fiir die Transformationen t2 und t3

Analog ergeben sich die Prozeduren fiir die Transformationen ¢4 und ¢5 in Algorith-
mus 3.4. Man beachte, daf aufgrund der Definition einer Kantenmenge (siche Abschnitt
3.1) durch das Hinzufiigen von Kanten zwischen den Vorgéngern und Nachfolgern keine
Mehrfachkanten entstehen. Je nach Implementierung eines Graphen ist dies entsprechend
zu {iberpriifen. Nachdem der Knoten aus dem Graphen entfernt wurde, wird getestet, ob
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eine Schlinge erzeugt wurde. Der anschlielende, rekursive Aufruf der Transformationen mit
den Nachfolgern bzw. Vorgéngern fithrte bei den in Abschnitt 6 vorkommenden Graphen
zu signifikant besseren Ergebnissen bei der Grifle des entstehenden FVS, ist aber im allge-
meinen Fall nicht zu begriinden.

procedure t_4( v,G )
if d,(v) =1 then

u := Nachfolger von v;
for all Vorgénger w von v do E(G) := E(G) U {(w,u)};
G =G —{v};
t-1(u, G);
{if weV(G) thent4(u,G)}

endfor; endif; end;

procedure t_5( v,G )
if d.(v) =1 then
u := Vorganger von v;
for all Nachfolger w von v do E(G) := E(G) U {(u,w)};
G =G —{v}
t-1(u, G);
{if weV(G) thent5(u,G)}
endfor; endif; end;

Algorithmus 3.4: Prozedur fiir die Transformation ¢4

In Algorithmus 3.5 sind die Prozeduren fiir die Transformation ¢; und das Hinzufiigen
eines neuen Feedbackknotens v dargestellt. Bei letzterer werden nach dem Entfernen von
v aus G alle Vorginger und Nachfolger von v auf die Anwendbarkeit einer Transformation
ta,...,ts hin Uberprift.

procedure t_1( v,G )
if v hat Schlinge then add_to_FVS( v,G );
end,;

procedure add_to FVS( v,G )
S :={u € V(G) : u ist Nachfolger von v};
P :={u € V(G) : uist Vorginger von v};
G =G —{v};
FVS := FVS U{v};
forallu e SUP do
if uw € V(G) then t_2(u,
if v € V(G) then t_3(u,
if v € V(G) then t_4(u,
if u € V(G) then t_5(u,
endfor; end;

G),
Q);
G);
G);

Algorithmus 3.5: Prozeduren fiir ¢; und das Hinzufiigen
eines Feedbackknotens
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Die obigen Prozeduren sind schlieBlich in Algorithmus 3.6 zu einer Prozedur zur Be-
stimmung eines FVS fiir einen gegebenen Graphen G zusammengefafit. Zunéchst wird der
Graph mit den Transformationen %1, ..., t5 soweit wie moglich reduziert, sodafl nach diesem
Schritt nur noch Knoten vorhanden sind, auf die lediglich die Transformation tg anwendbar
ist.

procedure buildFVS( G )
for all ve V(G) do

t1(v,G);

if veV(G) thent2(v,G)

if veV(G) thent3(v,G);

if veV(G) thent4(v,G)

if veV(G) thent5(v,G)
endfor;

while V(G) #0 do
v ;= Knoten mit maximalem Grad;
add_to_FVS( v,G );
endwhile; end,

Algorithmus 3.6: Prozedur fiir Algorithmus 3.2

Alternative Knotenwahl
Nach Definition 3.2.7 wird ein Knoten mit maximalem Grad gewihlt. Dies erfordert aller-
dings eine Suche in V(G), womit die Komplexitit des Algorithmus in O(n?) mit n = |G|,
liegt. Ein besseres Laufzeitverhalten ergibt sich, wenn man die globale Suche nach einem
Knoten mit maximalem Grad auf eine lokale Suche beschrinkt. Hierbei werden nur die
Knoten in die Suche miteinbezogen, die auf die Anwendbarkeit von t4 und t5 hin getestet,
also bei einem Aufruf der Prozeduren t_-4 und t.5 iibergeben werden. Ein entsprechend
modifizierter Algorithmus erreicht ein fast lineares Laufzeitverhalten. Kleine Abweichungen
vom optimalen Aufwand ergeben sich dadurch, dafl in den verschiedenen Prozeduren auch
Nachbarknoten auf die Anwendbarkeit einer Transformation hin getestet werden. Dies fiihrt
teilweise zu Mehrfachtests einzelner Knoten.

Weiterhin erkauft man sich den besseren Aufwand bei der lokalen Suche mit einem
im allgemeinen grofleren FVS. In durchgefiihrten Tests waren die Abweichungen aber ver-
gleichsweise gering.

3.2.2. Ein FVS-Algorithmus fiir planare Graphen

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, der fiir planare Graphen ein FVS
berechnet, dessen Kardinalitidt héchstens zweimal so grofl wie die Kardinalitit eines mini-
malen FVS ist. Zusétzlich zur Planaritdt wird dabei an die Graphen eine Bedingung iiber
die Verteilung der eingehenden und ausgehenden Kanten gestellt.
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Der Algorithmus bildet die Grundlage fiir viele der Anordnungstechniken in Kapitel 4
und ist in [Hac97] eingehend beschrieben.

3.2.2.1. One-Flow-Direction Bedingung

In einem planaren Graphen lassen sich die Kanten eines Knoten nach dem Winkel ordnen,
den sie zu einer festen Achse einnehmen. Hieraus leitet sich die folgende Bedingung fiir
gerichtete, planare Graphen ab.

Definition 3.2.9 Sei G = (V, E) ein planarer Graph. G erfiillt die One-Flow-Direction-
Bedingung oder kurz OFD-Bedinung, falls es fiir alle Knoten v € V eine Liste (eq,...,eg)
aller zu v inzidenten Kanten gibt, so daf:

i) fiir eine feste Achse x € R? gilt: £(z,¢;) < £(z,e;41) fiir alle 1 < i < k, wobei der
Winkel durch die Einbettung in den R? definiert ist,

ii) ein m € {0, ...,k} existiert, so daf§ alle e; mit 1 <+ < m ausgehende Kanten sind und
alle e; mit m < ¢ < k e; eingehende Kanten.

Anschaulich bedeutet Definition 3.2.9, dal man den eingehenden und den ausgehen-
den Kanten jeweils zwei zusammenhéngende, disjunkte Bereiche zuordnen kann (siehe auch

Abbildung 3.3 (i) ). Eine nicht erlaubte Situation ist in Abbildung 3.3 (ii) dargestellt.

(ii)

Abbildung 3.3: OFD-Bedingung (i) und nicht erlaubte Situation (ii)

Bemerkung 3.2.10 Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir die Zuordnung der geordneten Kan-
tenliste zu einem Knoten entsprechend Definition 3.2.9 geniigt es, wenn G lokal planar ist.
Dabei heifit G lokal planar, wenn fiir alle Knoten v € V(G) der Graph G, = (V,,, E,) mit
Vy = {v}U{u € V(GQ) : u ist adjazent zu v} und E, := {e € E(GQ) : e ist inzident zu v} 2
planar ist.

% Anschaulich ist G, der Untergraph der Nachbarknoten von v.

29



3. Graphentheoretische Grundlagen

In den folgenden Abschnitten bezeichne G stets einen planaren Graphen mit OFD-
Bedingung.

3.2.2.2. Reduktion des Graphen

Nach Bemerkung 3.2.2 sind fiir ein F'VS nur Knoten von Interesse, die auch auf einem Zykel
liegen. Der hier vorgestellte Algorithmus bestimmt fiir jeden Knoten in G die Zugehorigkeit
zu einem Zykel. Dabei bekommt jeder Knoten eine Markierung F, L oder C. Die Markierung
C zeigt an, dafl ein Knoten auf einem Zykel oder auf einem Pfad zwischen zwei Zykeln
liegt. Die Markierungen F und L bedeuten demgegeniiber, daf§ der Knoten nicht mit einem
Zykel assoziiert ist. Insbesondere ist kein Knoten mit Markierung F bzw. L in einem Zykel
enthalten?.

procedure SetMarks( G )
for all v € V(G) do v.mark := C;  { Initialisierung }
for all v € V(G) do
if v.mark = C then SetF( v );
if v.mark = C then SetL( v );
endfor; end;

procedure SetF( v )
if alle Vorgdnger von v haben die Markierung F then
v.mark = F;
for all Nachfolger u von v do
if w.mark = C then SetF( u );
endif; end;

procedure SetL( v )
if alle Nachfolger von v haben die Markierung L then
v.mark = L;
for all Vorganger v von v do
if w.mark = C then SetlL( u );
endif; end;

Algorithmus 3.7: Algorithmus zur Bestimmung der Knotenmarkierungen

Sei G¢ = G¢(G) die Einschrinkung von G auf Knoten mit der Markierung C. Ent-
sprechend Algorithmus 3.7 hat jeder Knoten in G mindestens einen Vorgénger und einen
Nachfolger. Aulerdem ist jeder Zykel in G auch ein Zykel in G¢. Im folgenden wird deshalb
nur der Graph G¢ betrachtet, der Einfachheit halber aber wieder mit G bezeichnet.

3 Auf die genaue Bedeutung der Markierungen F und L wird in Zusammenhang mit den entsprechenden
Anordnungsalgorithmen in Abschnitt 4.3.2.1 néher eingegangen.

30



3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

3.2.2.3. Minimale und maximale Zykel

Aufgrund der OFD-Bedinung 14t sich G weiter reduzieren, indem fiir jeden Knoten nur
bestimmte Kanten betrachtet werden, die bestimmend fiir die Struktur der Zykel in G sind.

Nach Definition 3.2.9 kann jedem Knoten v € V (G) eine geordnete Kantenliste {e1,..., e}
zugeordnet werden. Bezeichne e,jqn¢(v) die Kante e; und e (v) die Kante ey, (siehe auch
Abb. 3.3 (i) ). Die reduzierten Graphen G* und G~ besitzen die gleiche Knotenmenge wie
G, ihre Kantenmenge wird aber reduziert auf e ¢ (v) bzw. eign:(v):

V(G =V(G) , E(GY) = {ewnlv) : veV(G)}
V(GT):=VI(G) , E(G7) = {eignulv) : veV(G)}

Die Menge der Zykel in G (G~) sei mit C* (C~) bezeichnet.
Aufgrund der Definition von G¢ und G besitzt jeder Knoten v € V(GT) genau einen
Nachfolger, definiert durch e s;(v). Somit definiert die Rekursion

vg = v, vi+1 = Nachfolger von v; (3.1)

eine eindeutige, unendliche Folge von Knoten in G*. Da G und somit auch G endlich sind,
gibt es ein ¢ > 0 und ein j > 4 mit v; = v; und v}, # v; fiir i < k < j. Nach Definition 3.1.19
bilden (vj, vit1,...,v;j) einen Zykel. Da die Rekursion fiir alle Knoten in Gt maglich ist,
148t sich eine surjektive Abbildung ¢, : V(G') — C7 definieren, die jedem Knoten einen
Zykel zuweist.

Aufgrund der Planaritdt von G und der damit verbundenen Einbettung von G in den
R? kénnen das Innere bzw. das Auflere eines Zykels definiert werden. Sei hierzu ¢ € C*
und v € V(¢) mit Vorgénger v, € V(¢) und Nachfolger v, € V(¢). Alle Kanten in G, die in
dem Winkel zwischen den Kanten (vp,v) und (v,v,) (entgegen dem Uhrzeigersinn) liegen,
heiflen linke Kanten. Sie bilden die Menge Ej. (v, (). Die Kanten auf der anderen Seite, die
rechten Kanten, bilden die Menge E,;n:(v,() (siehe auch Abb. 3.4).

Sei G stark zusammenhiingend und ¢ € CT. Seien G; die starken Zusammenhangskom-
ponenten von G — (. Dann besitzt jede Komponente G; einen Knoten v; € V(G;), der nicht
auf ¢ liegt, aber in G mit einem Knoten auf ( verbunden ist:

Jv e V(¢)3v; € V(Gy) : (vi,v) € E(G) oder (v,v;) € E(G). (3.2)

Falls (v;,v) € Ejepi(v,C) bzw. (v,v;) € Ejepi(v, (), so gilt dies auch fiir jede andere Wahl
eines Knotens v; € V(G;), der (3.2) erfillt. Somit liegt der Teilgraph G; auf der linken
Seite, dem Inneren von (. Analog befindet sich G; auf der rechten Seite, dem Auferen
von ¢, falls (v;,v) € Epigni(v,¢) bzw. (v,v;) € Epigni(v, (). Die Vereinigung aller G; im
Inneren von ¢ wird mit Int(¢) bezeichnet. Ext(¢) bezeichnet die Vereinigung aller G; im
AuBleren von (. Der Abschlu von Int(¢) und Ext({) sei definiert als: Int(¢) = Int(¢) U ¢
und Ext(¢) = Ext(¢) U (.
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Abbildung 3.4: Linke und rechte Kanten

Aufgrund des folgenden Lemmas werden die Zykel in C* auch als minimale Zykel be-
zeichnet, da in ihrem Inneren keine weiteren (kleineren) Zykel enthalten sind.

Lemma 3.2.11 Sei G stark zusammenhéngend. Dann gilt fiir alle ¢ € C*: Int(¢) = 0.

Beweis: Siehe Beweis zu Theorem 3.5 in [Hac97]. a
Ein analoges Resultat erhilt man fiir die Zykel in C~, die auch als mazimale Zykel
bezeichnet werden:

Lemma 3.2.12 Sei G stark zusammenhingend. Dann gilt fiir alle { € C~: Ext({) = 0.

3.2.2.4. Konzentrische Zykel

Fiir G 148t sich iterativ eine Hierarchie von minimalen Zykeln konstruieren. Hierzu wird
ein ( € CT aus dem Graphen entfernt und die Konstruktion 3.1 der minimalen Zykel
auf G¢o(G — () angewandt. Algorithmus 3.8 konstruiert somit eine Menge {(o,...,(x} von
minimalen Zykeln.

Eingabe: planarer Graph G mit OFD-Bedingung
Go :=Gc(G); i:=0;
while V(G;) # 0 do
wahle v € V(G;);
Gi := G+ (v);
G =Gi— G
Giy1 = Ge(GY);
1:=1+1;
endwhile;

Algorithmus 3.8: Algorithmus zur Bestimmung der minimalen Zykel
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Unter geeigneten Voraussetzungen gelten fiir die Zykel (o, ...,k ¢ C (i41. Dies moti-
viert die folgende partielle Ordnung fiir ¢, (" € {Co, ...,k }:

¢('>(¢ <= Int(¢) C Int(¢") und Ext(¢') C Ext(C). (3.3)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird mittels dieser Ordnungsrelation ein Graph definiert,
der die Hierarchie der in Algorithmus 3.8 konstruierten Zykel wiederspiegelt. Sei Z+ =
ZH(G) = (V(ZT1),E(Z1)) dieser Graph mit

V(ZY) = {Cob- -\ Gk}
E(ZT) = {((.{)eV(ZT) xV(ZT): ('>¢
und es existiert kein ¢ € V(Z1) mit ¢’ > ¢" > ¢}.

Z7* ist aufgrund der Ordnungsdefinition azyklisch, und jeweils zwei Zykel ¢,(’ € V(ZT)
mit ¢ > ¢’ sind durch einen eindeutigen Pfad verbunden. In Abbildung 3.5 sind einige
Beispiele fiir Zykel und dazugehérige Z+-Graphen aufgefiihrt.

&
13 Q
‘2 Z:1 : Zz

&
(—0— Zl/( \\Zz

i) i)

Abbildung 3.5: Beispiele fiir minimale Zykel und zugehorige Z*-Graphen

Wird die Rekursion (3.1) auf Knoten in G~ angewandt, so erhélt man eine surjektive
Abbildung der Knoten in V(G ™) in die Menge der maximalen Zykel C~. Diese Abbildung
sei mit (. benannt. Ersetzt man in Algorithmus 3.8 {4 durch (_, werden maximale Zykel
konstruiert. Die so erhaltene Menge von Zykeln sei {(;,...,{; }. In Entsprechung zu Z*
bildet man den Graphen Z~ =7 (G) = (V(Z7), E(Z ")) mit

V(Zz7) = {¢,--¢ )
E(Z7) = {((NQeV(Z)xV(Z7): ¢ >¢
und es exitiert kein ¢ € V(Z7) mit ¢’ > ¢" > (}.

Durch die Definition des Inneren und Aufieren von Zykeln kann eine wichtige Relation
zwischen den Knoten in Z und Z~ eingefiihrt werden.
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Definition 3.2.13 Seien (T € V(Z(G)) und ¢~ € V(Z (G)). Falls

¢"A¢ #0 wnd Tnt(¢HN¢ =¢tNExt(C) =0,
so beriihrt ¢ den Zykel (~. Abgekiirzt wird die Relation durch: (* o (™.

Das folgende Lemma, zeigt einige Eigenschaften der Relation o auf.

Lemma 3.2.14 i) Fiir jeden Zykel ¢ in G existiert mindestens ein Zykel ¢, € V(Z™)
mit ¢4 o ¢ und ¢4 C Int(¢).

ii) Fiir jeden Zykel ¢ in G existiert mindestens ein Zykel (_ € V(Z~) mit (_ o ¢ und
¢~ C Ext(().

iii) Fiir jeden Zykel (; € V(Z™) existiert mindestens ein Zykel (_ € V(Z ) mit (4 o (_.

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 5.2 in [Hac97]. a

3.2.2.5. Eine Bewertungsfunktion und Konstruktion des FVS

In diesem Abschnitt wird eine Bewertungsfunktion fiir Knoten in G eingefiihrt. Sie definiert
eine Knotenmenge, aus der innerhalb des spéteren Algorithmus der jeweils néichste Knoten
fiir das FVS entnommen werden kann und erlaubt es, die Kardinalitit eines FVS fiir G nach
oben abzuschétzen.

Sei v € V(G). Die Bewertungsfunktion setzt sich zusammen aus:

pr(v,27) =5 ([{CeV(ZT) s v e Bxt(Q)}| + [{¢ € V(ZT) : veBxt(()}])

N —

und

([{¢ev(Zz™) :velnt()}] + [{€eV(ZT) : veInt(()}]).

DN | =

(,0,(’0,Z_) =

Dabei entspricht ¢4 (v) der gemittelten Anzahl minimaler Zykel fiir die v im Inneren bzw.
im Abschlufl des Inneren liegt. Analog entspricht ¢ (v) der gemittelten Anzahl maximaler
Zykel fiir die v im AuBeren bzw. im AbschluB des AuBeren liegt.

Die Bewertungsfunktion ¢ ist schliefflich definiert als:

QO(U) = ‘p(vszeri) = 90+(1),Z+) + @—(vvzi)' (3'4)

Die Funktion ¢ kann aufgrund der Einbettung von G in den R? auch fiir ein beliebiges
x € R? definiert werden. Insbesondere kann ¢ fiir bereits aus dem Graphen entfernte Knoten
ausgewertet werden.

In der folgenden Bemerkung sind einige Eigenschaften von ¢ zusammengefafit, die in
den spéteren Algorithmus einflieBen werden.
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3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

Bemerkung 3.2.15 i) G ist azyklisch <=3v € V(G) : ¢(v) = 0.
ii) Fiir alle v € V(Q) gilt: p(v) < [V (Z1)|+|V(Z7)).
iii) Fir alle v € V(G) gilt: p(v) > maximale Anzahl disjunkter Zykel in G.

Beweis: Siehe Beweis zu Bemerkung 5.4 in [Hac97]. O

Wie bereits angesprochen kann mit Hilfe von ¢ eine Knotenmenge von G definiert wer-
den, aus der in jedem Iterationsschritt des Algorithmus der nichste Knoten fiir das FVS
entnommen werden kann. Das folgende Lemma gibt diese Menge an.

Lemma 3.2.16 Das Minimum von ¢ wird auf der Menge
T:={wveV(G) :ve N fir (. € V(Z") und (— € V(Z ") mit (o (_}
angenomimen.

Beweis: Siehe Abschnitt 5.4 in [Hac97]. a
Algorithmus 3.9 wéhlt nun sukzessive Knoten aus T fiir das FVS. Sei aber zunéchst

o(v,G) = v, Z1,27), firveV(G).

Dabei sind Z* und Z~ beziiglich G gemeint, da sich der Graph wihrend des Algorithmus
dndert. Weiter wird das Minimum von ¢ iiber V(G) bezeichnet mit

Omin(G) = min{p(v,G) : v € V(G)}.

Fiir einen gegebenen Graphen G mit OFD-Bedingung iteriert Algorithmus 3.9, bis
©min(Gi) = 0. Nach Bemerkung 3.2.15 ist dies dquivalent mit dem Fehlen von Zykeln
in G. In jedem Iterationsschritt wird ein Knoten v; aus T'(G;) ausgewihlt, der die Bewer-
tungsfunktion minimiert. Dieser Knoten wird dem FVS hinzugefiigt und aus dem Graphen
entfernt.

Eingabe: planarer Graph G mit OFD-Bedingung
i:=0,Go=G,; Fo=0;
while ©,,,;,(G) > 0 do
v; :=ein v € T(G;) mit p(v,G;) = Emin(Gi);
Fip1 = F; U {v;};
Git1 =G — {ui};
1:=1+1;
endwhile;
FVS = F;;
Algorithmus 3.9: FVS-Algorithmus fiir planare Graphen mit OFD-Bedingung

Das nachfolgende Lemma gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der bendttigten Itera-
tionsschritte und somit fiir die Gréfle des FVS an.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

Lemma 3.2.17 Sei G ein planarer Graph mit OFD-Bedingung, v € T'(G) und G' = G—{v}.
Weiter seien G; die Graphen aus Algorithmus 3.9 beziiglich Eingabe G. Dann gilt:

1) o(v,G) =p,G)—1.
i) Omin(Git1) < @min(Gs) — 1.

iii) Algorithmus 3.9 terminiert nach héchstens i = @, (G) Schritten und somit gilt:
[FVS[ < ¢omin(G)

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 6.3 in [Hac97]. a
Faft man die obigen Ergebnisse zusammen, so ergibt sich die nachfolgende Aussage iiber
die Kardinalitét des berechneten FVS.

Lemma 3.2.18 Sei F' C V ein durch Algorithmus 3.9 berechnetes FVS von G und F;p,
ein minimales FVS von G. Dann gilt:

|F| < 2-|Fninl

Beweis: Seip = max{|Z| : Z ist eine Menge disjunkter Zykel von G}. Da jedes FVS von
G mindestens einen Knoten aus jedem Zykel einer Menge von disjunkten Zykeln enthalten
muf, gilt: |Fyin| > p. Da V(Z1) und V(Z ) Mengen disjunkter Zykel sind, folgt: [V (Z1)|+
[V(Z7)| <2-p. Mit Bemerkung 3.2.15 gilt somit:

p < @ < |[VEZH+|VZT)] < 2-p < 2 |Fpinl.

Mit Lemma 3.2.17 folgt: |[F| < @nmin(G) < 2-u

IN

2 | Foin- U

3.2.2.6. Implementierung

In diesem Abschnitt soll ndher auf die Implementierung des FVS-Algorithmus 3.9 eingegan-
gen werden. Oberstes Ziel ist dabei ein linearer Aufwand fiir das Verfahren.

Der Algorithmus 148t sich in zwei Abschnitte einteilen. Der erste Teil entspricht dabei
dem Aufbau der Graphen Z*(G) und Z (G). Im zweiten Abschnitt werden die Feedback-
knoten bestimmt. Vorausgesetzt wird dabei, dafl alle Kanten eines Knotens im gegebenen
Graphen G entsprechend der OFD-Bedingung sortiert sind, d.h., daf} fiir jeden Knoten
die Liste (ey,...,ex) von adjazenten, dem Winkel nach geordneten Kanten zur Verfiigung
steht. Desweiteren wird davon ausgegangen, dafl der Graph G eine starke Zusammenhangs-
komponente darstellt. Hierzu ist es gegebenenfalls n6tig, zunéichst einen Algorithmus zur
Konstruktion der Zusammenhangskomponenten aufzurufen. Ein Verfahren hierfiir, welches
lineare Komplexitit besitzt, wird z.B. in [Tar72] beschrieben.
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3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

Reduktion des Graphen

Bei der Konstruktion der Graphen Z*(G) und Z (G) wird das Anlegen der Knoten, d.h.
der minimalen bzw. maximalen Zykel von G, getrennt von dem Bestimmen der Kantenre-
lation*. Zur Konstruktion der Zykel wird Algorithmus 3.8 genutzt. Kritisch fiir die lineare
Komplexitit ist dabei die Reduzierung des aktuellen Graphen G; auf die Menge der Kno-
ten mit Markierung C mittels Algorithmus 3.7. In der bisherigen Variante wird hierfiir die
gesamte Knotenmenge von G durchlaufen.

Allerdings kann eine Verdnderung der Markierungen nur durch das Entfernen eines Kno-
tens hervorgerufen werden. Aus diesem Grund geniigt es, nur die Knoten zu betrachten, die
von (; aus erreichbar sind. Die Prozedur SetMarks in Algorithmus 3.7 erhélt hierzu (; an-
statt G als Eingabe. Weiterhin kann die Initialisierung der Knotenmarkierungen entfallen,
da Knoten mit den Attributen F' oder L diese auch in G;41 besitzen, alle anderen Knoten
aber iiber die Markierung C' verfiigen.

In den Prozeduren SetF' und SetL sind die Attribute der Vorginger bzw. Nachfolger
nicht in G;, sondern in G} zu tiberpriifen, da ¢; bereits aus dem Graphen entfernt wurde.
Die modifizierten Varianten lauten

procedure LokalSetF( v )
if v € V((;) oder alle Vorgénger von v in V(G}) haben die Markierung F then
v.mark = F;
for all Nachfolger u von v in V(G;) do

if u.mark = C then LokalSetF( u );
endif; end;

procedure LokalSetL( v )
if v € V((;) oder alle Nachfolger von v in V(G}) haben die Markierung L then
v.mark = L;
for all Vorgénger u von v in V(G;) do
if u.mark = C then LokalSetL( u );
endif; end;

Der so verdnderte Graphendurchlauf erreicht nur Knoten in G;_1 —V(G;), da die Knoten
auf dem neuen Zykel (;; die Markierung C beibehalten. Somit liegt auch der Aufwand nur
in O(|Gi—1 — V(G;)]). Fir den Gesamtaufwand der Zykelbestimmung in Algorithmus 3.8
ergeben sich somit lineare Kosten in der Grofle des Graphen.

Aufbau der Kantenrelation in Z* und Z~

Der Aufbau der Kanten in Z* erfolgt durch einen Erreichbarkeitstest zwischen den Zykeln
iiber Pfade in G. Falls z.B. fiir zwei Zykel Cf‘, Q;' in Z* ein Pfad 7 zwischen den Knoten
v € V(¢) und vy € V(¢)) existiert und 7 sich in Ext(¢;7) N Int(¢;) befindet, so gilt
fiir die Zykel: Int(¢;") C Int(¢2) und Ext(¢)) C Ext({;"). Dies entspricht der Definition

4Um Verwechslungen zwischen den Knoten in G bzw. in Z%¥ zu vermeiden, wird im folgenden stets von
(minimalen/maximalen) Zykeln gesprochen, wobei aber die Knoten in Z* gemeint sind.
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3. Graphentheoretische Grundlagen

der partiellen Ordnung > zwischen Zykeln (siehe Gleichung (3.3)). Liegt 7 weiterhin im
Inneren aller minimalen Zykel ¢(* mit ({7 < ¢*, so gibt es auch kein (7 € V(Z') mit
¢ < ¢ < ¢, und somit gilt: (¢, () € E(ZT). Die letste Bedingung kann beim Aufbau
des Pfades m bzw. beim entsprechenden Durchlauf durch den Graphen G erreicht werden,
indem man sich fiir alle minimalen Zykel entweder auf die Knoten im Inneren oder auf
die Knoten im AufBeren beschrinkt. Dies bedeutet, dal beim Erreichen eines Zykels iiber
eine linke Kante nur weitere linke Kanten (und Kanten des Zykels) beim Graphendurchlauf
betrachtet werden. In Abbildung 3.6 i) sind die fiir die Pfadkonstruktion erlaubten Bereiche
in einem Beispiel dargestellt.

Erlaubter Bereich

Verbotener Bereich e

Abbildung 3.6: Beispiele fiir die Pfadkonstruktion

Die Erreichbarkeit aller Zykel wird durch den starken Zusammenhang des Graphen si-
chergestellt. Man beachte aber, dafl diese Erreichbarkeit auch iiber Pfade erfolgen kann,
die auf nichtvergleichbaren Zykeln liegen, wie Abbildung 3.6 ii) verdeutlicht. In dem dort
angegebenen Beispiel gilt: {; < (3 und (2 < (3. In einem Graphendurchlauf ist (3 von (s
aber nur iiber (; erreichbar.

Fiir das Berechnen von F(Z ) gelten analoge Bedingungen wie hier fiir E(Z1) be-
schrieben. Aufgrund der Einschrankungen beim Graphendurchlauf fiir das Bestimmen der
Kantenrelation ergibt sich ein dhnlich lokaler Aufwand wie fiir die Konstruktion der Zykel
selbst. Die Komplexitit des Verfahrens ist somit ebenfalls linear in der Gréfle des Graphen.
Der eigentliche Algorithmus entspricht wie bereits angesprochen einem Graphendurchlauf,
z.B. Breiten- oder Tiefensuche, und soll hier nicht weiter behandelt werden.

Bestimmung der Feedbackknoten

Nachdem die Graphen Z* und Z~ zur Verfiigung stehen, 148t sich entsprechend Algorithmus
3.9 ein Knoten fiir das FVS bestimmen. Dabei kann die Menge 7'(G) aus Bemerkung 3.2.16
noch weiter eingeschrinkt werden:
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3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

Lemma 3.2.19 Sei BT = B™(G) die Menge aller Knoten ¢ € V(Z*) mit d¢(¢) = 0. Das
Minimum von ¢ wird angenommen auf der Menge

T.(G)={veV(Q) :vel,N(fir¢, €e BT und ¢ € V(Z7)}. (3.5)

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 6.6 in [Hac97]. O
Die Menge B* entspricht den Zykeln in C*(G) (siehe Abschnitt 3.2.2.3).

Eine Moglichkeit, weitere Knoten fiir das FVS zu finden, ohne die Graphen Z und Z~
nach dem Entfernen des Feedbackknotens neu zu konstruieren, bietet das folgende Lemma:

Lemma 3.2.20 Seien (T € V(Z1) und (= € V(Z7) zwei Zykel mit (* o (™. Besitzt (T
einen Nachfolger in Z* und (™ einen Vorgénger in Z ~, so beriihren sich diese Zykel ebenfalls.

Beweis: Siehe Beweis zu Lemma 5.6 und Abschnitt 6.4 in [Hac97]. a
Es geniigt also, die Nachfolger/Vorgénger der minimalen/maximalen Zykeln zu bestimmen,
die den aktuellen Feedbackknoten enthalten, und aus deren Schnitt einen weiteren Knoten
fiir das FVS zu entnehmen. Falls auch die neuen Zykel Nachfolger bzw. Vorgéinger besitzen,
kann der Prozefl fortgesetzt werden. Bilden die Knoten in ZT und Z~ eine Kette wie in
Abbildung 3.5 i), so erlaubt es Lemma 3.2.20, ein FVS des Graphen zu konstruieren, ohne
die Graphen Z* und Z~ erneut zu berechnen.

Auch im allgemeinen Fall kann der Aufwand fiir die Neubestimmung von Z* und Z~
nach dem Entfernen eines Feedbackknotens aus dem Graphen G beschrinkt werden.

Bemerkung 3.2.21 Sei v; € V(G;) mit ¢(vi, G) = ¢min(G;) ein Feedbackknoten entspre-
chend Algorithmus 3.9. Sei Z;" die Menge aller Zykel (T € V(ZT(G;)) mit v; € Ext((T) und
analog Z; die Menge aller Zykel (~ € V(Z~(G;)) mit v; € Int(¢ ™). Nach Definition der mi-
nimalen (maximalen) Zykel sind fiir deren Konstruktion nur die Teilgraphen von G; in deren
Inneren (AuBeren) notwendig. Somit folgt: Z;7 C V/(Z*(Gj41)) und Z7 C V(Z~(Giy1)).

Sei v; ein Feedbackknoten entsprechend Algorithmus 3.9, und sei (- € V(Z(G;)) ein
maximaler Zykel mit v; € V({™). Nach Bemerkung 3.2.21 sind Vorgénger von ¢~ in Z~(G;)
ebenfalls in Z~(G;41) enthalten und brauchen somit nicht mehr bei der Neukonstruktion von
Z7(Gj11) betrachtet werden. Fiir (* € V(Z1(G;)) mit v; € (T sind diese Betrachtungen
nicht relevant, da nach Lemma 3.2.19 (T keine Vorginger in Z* besitzt.

Eine Neukonstruktion der minimalen (maximalen) Zykeln beschréinkt sich somit auf das
AuBere (Innere) von ¢ ((7). Diese Mengen lassen sich weiter beschriinken, da man nur
Zykel berechnen muf}, die fiir die Bestimmung eines neuen Feedbackknotens notig sind.
Hierzu macht man sich klar, daf ein neukonstruierter Zykel in

[ b))\ Int(¢H), (3.6)
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der Vereinigung der abgeschlossenen Inneren aller Nachfolger von (* liegt. Dies folgt, da die
Nachfolger selbst Kandidaten fiir Zykel in Zi":H sind. In dem Beispiel in Abbildung 3.2.2.6
ist der Bereich aus Gleichung 3.6 das Innere von (4.

Diese Menge kann weiter reduziert werden. Sei hierzu S* die Menge der Nachfolger von
¢; und Pred(S*) die Menge der Vorgéinger von Zykeln in S*. Nach Bemerkung 3.2.21 sind
alle Zykel, die Vorginger eines Zykels in Pred(S™) sind, auch Zykel in Z*(G;11). Somit
braucht man das Innere solcher Zykel fiir die Zykelkonstruktion nicht zu betrachten. In
Abbildung 3.2.2.6 ist dies Int((2), der fiir das Update von Z7T relevante Bereich ist in dem
entsprechenden Z*-Graphen angegeben.

Abbildung 3.7: Beispiel fiir die Neukonstruktion von Z+

Fiir den Graphen Z~ gelten die obigen Aussagen analog. Die hierbei zu betrachtende

Menge ist
[ Ext(O]\ Ext(¢7), (3.7)
(es—

wobei ST die Menge aller Nachfolger von (™ in Z7(G;) ist.

Fiir die Konstruktion der Zykel selbst kann die Rekursion 3.1 genutzt werden, wobei le-
diglich die Menge der Knoten auf die angegebenen Bereiche reduziert wird. Gegebenenfalls
sind vorher die Markierungen der involvierten Knoten zu aktualisieren, da der Feedback-
knoten aus dem Graphen entfernt wurde.

Nachdem die Zykel in den entsprechenden Gebieten (3.6) und (3.7) konstruiert wurden,
kann die Kanteninformation auf die gleiche Weise bestimmt werden, wie bei der erstmaligen
Konstruktion der Graphen.

Wie aus (3.6) und (3.7) folgt, ist auch fiir die Neukonstruktion von Z+ und Z~ lediglich
ein lokaler Aufwand notig. Insgesamt gilt:

Bemerkung 3.2.22 Die Komplexitidt von Algorithmus 3.9 zur Bestimmung eines FVS
eines gegebenen, planaren Graphen G liegt in O(|G]).

40



3.2. Das Feedback Vertex Set Problem

3.2.2.7. Graphen ohne OFD-Bedingung

Wesentlich fiir die Abschatzung der Kardinalitdt des durch Algorithmus 3.9 berechneten
FVS war die Eigenschaft, die Kanten eines Knotens entsprechend der OFD-Bedingung an-
ordnen zu kénnen. Sollte diese Eigenschaft nicht vorliegen, so L4t sich eine alternative
Anordnung gewinnen, falls der Graph gewichtet ist (siehe Abschnitt 3.1.3).

Sei G = (V, E,wy,wg) ein gewichteter Graph. Jedem Knoten v € V' 148}t sich eine Liste
(e1,...,en) von adjazenten, ausgehenden Kanten zuordnen, mit

wg(e1) <wg(ez) < - <wgl(eny). (3.8)

Somit entspricht die Kante e,;45¢(v) = e1 der ausgehenden Kante mit dem kleinsten Gewicht.
Analog handelt es sich bei der Kante ej.fi(v) = €, um die ausgehende Kante mit dem
grofiten Gewicht.

In (3.8) wurde lediglich von den Kantengewichten Gebrauch gemacht. Alternativ lassen
sich auch die Gewichte der Knoten in die Definition der Anordnung einbeziehen. Die Liste
der adjazenten, ausgehenden Kanten (eq,...,ep,) sei dann definiert durch:

wg(e1) + wy(v)) <wg(ez) + wy(ve) < -+ <wpglen) + wy(v), (3.9)

mit e; = (v,v;) mit 1 <7 < m.

Fiithrt man einen entsprechend modifizierten Algorithmus 3.9 mittels einer der Anord-
nungen (3.8) und (3.9) durch, so lassen sich allerdings die Ergebnisse beziiglich der Grofie
des berechneten F'VS nicht mehr iibernehmen. Es handelt sich somit um einen heuristischen
Algorithmus.
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Viele Iterationsverfahren, wie z.B. die Gauf}-Seidel-Iteration, sind abhéngig von der gewihl-
ten Anordnung der Unbekannten innerhalb des zu l6senden Gleichungssystems. Insbesondere
bei den konvektionsdominanten Problemen, die Gegenstand dieser Arbeit sind, kann eine ge-
eignete Anordnung entscheidend zur Beschleunigung der Konvergenz der Losungsverfahren
beitragen, wie die Ergebnisse in Kapitel 6 verdeutlichen.

In diesem Kapitel sollen die verwendeten Anordnungstechniken vorgestellt werden. Hier-
zu folgen zunéchst in Abschnitt 4.1 Definitionen im Zusammenhang mit Anordnungen bzw.
Permutationen. In Abschnitt 4.2 wird ein Algorithmus vorgestellt, der die Bandbreite oder
das Profil einer Matrix reduziert. Anschlielend werden in Abschnitt 4.3 Algorithmen und
Anordnungen fiir konvektionsdominante Probleme im R? und R? eingefiihrt.

4.1. Permutationen und Permutationsmatrizen

Den Ausgangspunkt fiir die zu berechnenden Anordnungen der Unbekannten stellt die, aus
der Diskretisierung des Modellproblems stammende Anordnung dar. Diese ist abhéingig von
der Triangulation des Gebietes und der Art der Verfeinerung der Gitter. Als Ergebnis der
Diskretisierung entsteht das Gleichungssystem

Az = b, (4.1)
mit A = (a;j)?,_, € R™" und b € R™.

Fir die Umordnung der Unbekannten in diesem Gleichungssystem werden Permutatio-
nen und Permutationsmatrizen verwendet.

Definition 4.1.1 Sei n € N. Eine bijektive Abbildung =« : {1,...,n} — {1,...,n} heifit
Permutation. Die durch 7 bestimmte Permutationsmatric P = P, ist komponentenweise
definiert durch:

Hierbei ist ¢;; das Kroneckerdelta.
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Das durch die Permutation 7 definierte, umgeordnete System ergibt sich durch Multi-
plikation mit der zugehorigen Permutationsmatrix:

PAPY ' = Pb,

wobei sich die urspriingliche Losung von (4.1) durch z = P2’ ergibt. Die Permutation selbst
wird in den folgenden Abschnitten stets durch die Reihenfolge der Unbekannten angegeben,

in der diese im umgeordneten System auftreten sollen.

4.2. Bandbreitenreduktion

In diesem Abschnitt soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der der Beschleunigung von
direkten Losungsverfahren fiir Gleichungssysteme auf Basis der Gauflelimination dient, in-
dem die Anzahl der Rechenoperationen gesenkt wird. Abgesehen davon stellt er ein robustes
Instrument zur Beschleunigung von iterativen Verfahren dar.

Definition 4.2.1 Sei n > 1 und 4 = (a;);';_; € R"*". Bezeichne fiir 1 <n
m; = max{j <i:a;; j#0} und
mﬁL = max{j <1 Qg # 0}
die Abstinde des am weitesten links bzw. oberhalb der Diagonale stehenden Nichtnullele-
mentes in jeder Zeile bzw. Spalte.
Die untere (obere) Semibandbreite von A ist definiert als my; := max;<, m! (m, :=
max;<p m!). Die Bandbreite von A ist m; + m,, + 1.
Besitzt A eine symmetrische Besetztheitsstruktur, so stimmen m; und m, iberein. Die
Bandbreite von A ist entsprechend 2m + 1. Desweiteren wird mit E?:l(mf + 1) das Profil
von A bezeichnet.

Da wihrend der Gauflelimination nur Eintrége nach dem ersten Nichtnullelement einer Zeile
bzw. Spalte eliminiert werden miissen, fithrt eine kleine Bandbreite zu einer Verringerung
des Aufwandes der Gauflelimination. Aus den gleichen Griinden schlieffit man, daf ein kleines
Profil zu einer Aufwandsverringerung fiihrt.

Im folgenden besitze die Matrix A eine symmetrische Besetztheitsstruktur und sei G =
G(A) = (V, E) der (ungerichtete) Matrixgraph von A.

Ein Weg zur Reduktion der Bandbreite von A besteht darin, die Knoten von G in soge-
nannte Levelsets S; aufzuteilen. Dabei besteht S7 nur aus einem Knoten, dem Startknoten.
Die Menge Sy enthilt alle Knoten, die zum Startknoten adjazent sind. Allgemein besteht
fiir 2 > 2 die Menge S; aus allen Knoten, die zu Knoten in S; ;1 adjazent sind und nicht in
Si—2 U S;_1 enthalten sind. Das resultierende Verfahren ist in Algorithmus 4.1 dargestellt.
Wird A entsprechend der Reihenfolge der Mengen S; permutiert, also zuerst alle Knoten
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in S, dann Sy usw., erhilt A eine Blocktridiagonalgestalt, wobei die Diagonalblécke den
Mengen S; entsprechen.

Ein auf diesem Grundalgorithmus beruhendes Verfahren wurde von Cuthill und McKee
(siche Kapitel 8.4 in [DER86]) vorgestellt, bei dem zusitzlich die Knoten in den Mengen S;
angeordnet werden. Hierzu wéhlt man zuerst die Knoten, die adjazent zum ersten Knoten
der Menge S; 1 sind, dann alle Knoten, die adjazent zum zweiten Knoten in S; 1 sind usw.
Die Reihenfolge der Knoten ergibt sich, indem man die Menge S; = {v1,ve, ..., vy} mit der
Liste S; = (v1,v2,...,Un) gleichsetzt.

Eingabe: Graph G = (V, E)
v := geeigneter Startknoten;

i:=1;5 ={v}
while S; # () do
Sit1:=10;

forall u e S; do
for all Nachbarknoten w von u do
if w noch nicht besucht then S;;; := S;41 U {w};
endfor; endfor;
1:=1+1;
endwhile;
Algorithmus 4.1: Konstruktion der Levelsets

Wird die Reihenfolge der berechneten Permutation aus dem Verfahren von Cuthill und
McKee umgekehrt, gewinnt man oft eine Anordnung der Matrix mit einem kleineren Profil.
Der so entstehende Algorithmus wird Reverse Cuthill-McKee- oder kurz RCM-Algorithmus
genannt. In Abbildung 4.1 ist ein Beispiel fiir die Anordnung einer Matrix mittels RCM
dargestellt. Der Startknoten ist hierbei der Knoten “17.

X[X X X
X|X X X
X|X X X X
X X X X
X X X X
2 5 8 11 14 X X X X| X
X X X X
X X X X
3 6 9 12 115 N\17 X |xxx| x
X X X X
1 X XX X
4 7 10 13 X XXX X
16 X X X X
X X X X
X X X XX
X X X|X
X X X|X
Matrixgraph angeordnete Matrix

Abbildung 4.1: Beispiel fiir Reverse Cuthill-McKee

Bemerkung 4.2.2 Der Lauf durch den Matrixgraphen im RCM-Algorithmus entspricht
einer Breitensuche. Entsprechend betréigt die minimale Anzahl von Kanten zwischen Knoten
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in der Menge S; und dem Startknoten ¢ — 1.

Innerhalb des RCM-Algorithmus ist die Wahl des Startknotens entscheidend fiir die
Bandbreite der angeordneten Matrix. Wahlt man in dem Beispiel von Abbildung 4.1 Kno-
ten “10” als Startknoten, so ergeben sich die Levelsets S; = {10}, S, = {7,9,13}, S5 =
{4,6,8,12,16},5, = {1,3,5,11,15,17} und S5 = {2,14}. Die entsprechend angeordnete
Matrix ist in Abbildung 4.2 zu sehen. Deutlich erkennbar ist die gréflere Bandbreite im
Vergleich zur Matrix in Abbildung 4.1.

H
&

X X X
X
X
X X

©
X X X
X
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Abbildung 4.2: Beispiel fiir eine ungiinstige Wahl des Startknotens

Gesucht ist also ein Startknoten, der die Anzahl der Mengen S; maximiert und somit
die Kardinalitit jedes einzelnen Levelsets minimiert. Ein iteratives Verfahren zum Auffinden
eines geeigneten Knotens verwendet zunéchst einen beliebigen Startknoten und konstruiert
zu diesem die Mengen S;. Dann wird fiir alle Knoten v in der zuletzt konstruierten Menge
Sk untersucht, ob eine Anwendung des RCM-Algorithmus mit v als Startknoten mehr als &
Mengen S] produziert. Ist dies der Fall, so wird das Verfahren mit diesem Knoten und den
Mengen S] wiederholt, bis keine Verbesserung mehr eintritt.

Dieser Algorithmus 148t sich kombinieren mit einem Verfahren, bei dem Knoten mit
minimalem Grad betrachtet werden. Hierzu wihlt man in der Menge Sj, nur den Knoten als
moglichen Kandidaten fiir einen neuen Startknoten, der den kleinsten Grad aller Knoten in
Sk besitzt. Auf diese Weise verringert sich der Aufwand fiir die Suche nach einem passenden
Startknoten. Man beachte aber, dafl der von beiden Verfahren ermittelte Startknoten nicht
notwendigerweise die optimale Wahl darstellt.

Algorithmus 4.2 fafit die obigen Erliuterungen zusammen. Dabei wird bei der Bestim-
mung eines passenden Startknotens von Bemerkung 4.2.2 Gebrauch gemacht, indem das
Maximum der minimalen Kantenzahl vom Startknoten zu allen Knoten im Graphen und
die dazugehorige Knotenmenge betrachtet wird, um die Anzahl der entstehenden Levelsets

zu berechnen.
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procedure StartNode( G = (V, E) )
sei v € V(Q); loig = o0;
while true do
bfs( G, v ); I := max{minimale Kantenzahl von v zu u : v € V(G) };
if [ >1,4 then
lota == 1;
v := Knoten u mit u.dist =1 und d(u) = min{d(w) : w € V(G)};
else
v ist passender Startknoten; return v;
endif;
endwhile; end;

Algorithmus 4.2: Bestimmung eines geeigneten Startknotens

Abschlieflend ist in Abbildung 4.3 die Anwendung des RCM-Algorithmus an einer Sy-
stemmatrix dargestellt, die sich aus der in Abschnitt 2.3 beschriebenen Diskretisierung der
Konvektions-Diffusions-Gleichung (2.1) ergibt. Zum Vergleich wurde die aus der Verfeine-
rung stammende Anordnung gegeniibergestellt.

Abbildung 4.3: Matrix ohne und mit RCM-Anordnung

4.3. Anordnungsalgorithmen fiir konvektionsdominante
Probleme

In diesem Abschnitt sollen Algorithmen vorgestellt werden, die speziell auf Probleme mit
starker Konvektion zugeschnitten sind. Den Ausgangspunkt bildet hierbei die Systemmatrix
A = AY + AP (siehe Abschnitt 2.3) bzw. deren Konvektionsanteil A“. Die wesentliche Idee
der folgenden Algorithmen ist, die Unbekannten derart umzuordnen, daf} ihre Anordnung
der Konvektionsrichtung folgt. Im Idealfall ergibt sich hierbei eine Dreiecksmatrix, die in
einem Schritt gelost werden kann.

Zunichst werden in Abschnitt 4.3.1 die Graphen definiert, die als Eingabe fiir die An-
ordnungsalgorithmen genutzt werden. Dann erfolgt in Abschnitt 4.3.2 eine Vorstellung von
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Algorithmen fiir Probleme im R2. In Abschnitt 4.3.3 wird eine Methode eingefiihrt, die es
ermoglicht, diese 2D-Algorithmen auf Probleme im R? anzuwenden.

Einen anderen Ansatz als die in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen bzw. Anord-
nungen, die jeweils Gebrauch von der Konvektionsrichtung machen, findet man in [Tur92].
Dort werden verschiedene Strategien untersucht, die auf Gitteranordnungen beruhen.

4.3.1. Reduktion des Matrixgraphen

Ein erster Schritt in den folgenden Algorithmen besteht in der Konstruktion eines Graphen
aus der Matrix A. Hierzu werden die (gewichteten) Matrixgraphen G = Gy (A) (siehe
auch Abschnitt 3.1.2 und 3.1.3) aufgestellt. Weiterhin macht man von der Beobachtung
Gebrauch, da8 groBe AuBerdiagonaleintrige der Matrix AY Kanten im Gitter entsprechen,
die einen kleinen Winkel zu der Konvektionsrichtung einnehmen. Aufgrund der gewéhlten
Diskretisierung fallen diese Gitterkanten mit Kanten in G zusammen und bilden somit die
Hauptinformationstriger fiir die Konvektion. Aus diesem Grund wird der Graph auf sie
beschrankt.
Zur Definition der reduzierten Graphen werden verschiedene Kantenmengen genutzt:

Definition 4.3.1 Seien E; C E, i € {0,1}, definiert durch

Ey = {(vi,vj;) € E : ajj > koai}, 0<rkg<1l, und
B = {(Uiavj) el :a;> maji}, 1 < k.

Die Graphen G; = G;(G) = (V, E;), i € {0,1}, seien die Untergraphen von G bzgl. der
Mengen E;.
Eine Kante e € E heifit stark (bzgl. E;), falls e € E; und schwach, falls e € E '\ E;.

In Definition 4.3.1 werden nicht die Eintrige von A® sondern von A betrachtet, da sich
die Beobachtungen iiber die grofen Matrixeintrige von A unter der Voraussetzung einer
dominanten Konvektion auf A iibertragen.

In den folgenden Abschnitten dient, sofern nicht anders definiert, stets einer der Graphen
G, als Eingabe fiir die Graphenalgorithmen.

4.3.2. Anordnungen im R?

Die Grundlage der in diesem Abschnitt vorgestellten Anordnungen bilden die Verfahren aus
Abschnitt 3.2.1 und 3.2.2 zur Bestimmung von Feedbackknoten. Dabei werden verschiedene
Strategien verfolgt. In Abschnitt 4.3.2.2 wird das berechnete FVS direkt genutzt, um die
Matrix geeignet umzuordnen. Dagegen werden in Abschnitt 4.3.2.3 die in Algorithmus 3.8
berechneten Zykel verwendet.
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In Abschnitt 4.3.2.4 ist ein Verfahren angegeben, welches einen gegebenen planaren
Graphen mit OFD-Bedingung vor der Anwendung eines der oben genannten Algorithmen
reduziert, indem benachbarte Knoten zusammengefafit werden.

4.3.2.1. Ein Numerierungsalgorithmus

Ein wesentlicher Bestandteil der folgenden Verfahren bildet Algorithmus 3.7, im folgenden
auch Numerierungsalgorithmus genannt. In Abschnitt 3.2.2.2 diente er der Bestimmung von
Knoten, die auf Zykeln liegen bzw. auf Pfaden zwischen Zykeln. Er 148t sich aber auch zur
Berechnung einer Anordnung verwenden, bei der die Matrix die folgende Gestalt annimmt:

(4.2)

o o M
o Q =
N % %

Dabei sind F' und L obere Dreiecksmatrizen, die die Knoten mit Markierung F (von first)
und L (von [ast) beinhalten. Innerhalb des Blockes F' werden die Knoten entsprechend der
Reihenfolge angeordnet in der sie beim Durchlauf des Numerierungsalgorithmus auftreten.
Im Block L wird die Reihenfolge der Knoten mit Markierung L dagegen genau umgekehrt.
Der Block C reprisentiert schliefllich alle Knoten mit Markierung C (von cyclic). Die Rei-
henfolge der Knoten in diesem Block entspricht wieder der Reihenfolge ihres Auftretens
innerhalb des Numerierungsalgorithmus. Ist der Graph azyklisch, verschwindet der Block C'
und die Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix.

In [BW97] ist ein sog. Downwind-Numbering-Verfahren beschrieben, welches ein dhnli-
ches Resultat wie der Numerierungsalgorithmus liefert: Ist der Matrixgraph der Systemma-
trix A azyklisch, so kann A in Dreieckgestalt gebracht werden. Hierbei wird versucht, eine
maximale Anzahl von Knoten mit der Markierung L zu versehen. Dazu dient die Menge aller
Knoten ohne eingehende Kanten als Eingabe fiir Prozedur SetMarks in Algorithmus 3.7.
In einem azyklischen Graphen gelingt auf diese Weise die Markierung aller Knoten. Besitzt
der Matrixgraph dagegen Zykel, so wird statt dessen der (azyklische) Graph der starken
Zusammenhangskomponenten betrachtet (siehe Definition 3.1.20). Diese Anordnung fiihrt
allerdings zu einer feineren Blockung von A als in (4.2), da die Knoten einer Zusammen-
hangskomponente jeweils als Block betrachtet werden.

4.3.2.2. Anordnungen mittels FVS

Bei einer Anordnung mittels FVS werden die Feedbackknoten in einem Block zusammen-
gefafit. Aufgrund der Definition eines FVS F' eines Graphen G ist der Restgraph G — F
azyklisch. Fafit man die Knoten in diesem Restgraphen ebenfalls zu einem Block zusam-
men, so 148t sich dieser mit Hilfe des Numerierungsalgorithmus in eine obere Dreiecksmatrix
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umordnen. Insgesamt ergibt sich somit folgende Gestalt fiir die Matrix:

F C
(£ <) s

wobei F den Block mit den Feedbackknoten und A den Block mit den Knoten des Rest-
graphen darstellt. Ist der Block F' leer, so entspricht die entstehende Anordnung der durch

den Numerierungsalgorithmus berechneten Permutation. Ein Beispiel fiir die Anwendung
der Anordnung mittels FVS findet sich in Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: Matrix ohne und mit FVS-Anordnung

Fiir die Bestimmung eines FVS kann einer der Algorithmen aus den Abschnitten 3.2.1
oder 3.2.2 genutzt werden. Da fiir das heuristische FVS-Verfahren lediglich der Matrixgraph
vorliegen muf}, kann eine auf diesem Algorithmus basierende Anordnungstechnik auch fiir
Probleme aus dem R? genutzt werden, ohne die in Abschnitt 4.3.3 beschriebene Konstruk-
tion von 2D-Oberflichen zu benutzen. In diesem Fall wird dann von einem globalen F'VS
gesprochen.

In [RRY6] ist eine Weiterentwicklung des Downwind-Numbering-Algorithmus aus Ab-
schnitt 4.3.2.1 beschrieben, welche ebenfalls ein FVS zur Bestimmung einer geeigneten An-
ordnung benutzt. Im zyklischen Fall wird dabei allerdings nicht der Graph der starken
Zusammenhangskomponenten betrachtet, sondern aus der Menge der Knoten mit Markie-
rung C geeignete Feedbackknoten bestimmt. Diese werden aus dem Graphen entfernt und
das Verfahren nach einer erneuten Bestimmung der Knotenmarkierungen wiederholt. Im
Gegensatz zu (4.3) erfolgt aber eine Trennung der Knoten, die in jedem Iterationsschritt
markiert werden.

4.3.2.3. Anordnungen mittels konzentrischer Zykel

Die in diesem Abschnitt beschriebene Anordnung nutzt die durch Algorithmus 3.8 berech-
neten minimalen Zykel (p,...,(r. Vor der Konstruktion eines Zykels wird in Algorithmus
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3.8 der Graph auf die Knoten reduziert, die auf Zykeln bzw. auf Pfaden zwischen Zykeln
liegen. Hierzu kann der Numerierungsalgorithmus 3.7 genutzt werden.

Seien F; und L;, 0 < i < k die Mengen der Knoten mit Markierung F bzw. L, die vor
der Konstruktion des Zykels {; durch den Numerierungsalgorithmus markiert werden. Die
nach dem Entfernen des letzten Zykels verbleibenden Knoten seien dann, entsprechend ihrer
Markierung durch den Numerierungsalgorithmus, in den Mengen Fj 1 und L enthalten.
Seien weiterhin C; = V(¢;) mit 0 < i < k die Mengen der Knoten auf den minimalen
Zykeln. Die Anordnung der Knoten innerhalb der Mengen F;, L; und C; entspreche der
in Abschnitt 4.3.2.1 beschriebenen Sortierung. In der Matrix A® fiihrt dies zu zyklisch
bidiagonalen Blécken Cj. In AY + AP nehmen die Blocke C; eine zyklisch tridiagonale
Gestalt an.

Die entstehenden Mengen Fj, L; und C; kénnen auflerdem untereinander verschieden
angeordnet werden. Mdgliche Beispiele sind

FO?"'aFk+13007"'aCkaLk+la"'7L0 (44)

oder
FO,CO,Fl,Cl ...,Fk,ck,Fk_i_l,Lk_i_l,...,LO.

In Abbildung 4.5 ist die Anordnung (4.4) in einem Beispiel dargestellt.

Abbildung 4.5: Matrix ohne und mit Anordnung mittels konzentrischer Zykel

Wie in Abschnitt 4.3.2.2, so gilt auch bei der Anordnung mittels konzentrischer Zy-
kel: Bei einem azyklischen Graphen entspricht die entstehende Anordnung der durch den

Numerierungsalgorithmus berechneten Permutation.

4.3.2.4. Planare Reduktion

Ist der Graph G = G (A) = (V, E, wy ,wg) planar und erfiillt zusitzlich die OFD-Bedingung
(siehe Definition 3.2.9), so 148t sich der Graph reduzieren. Die Idee hierbei ist, die “Struktur”
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des Graphen, die durch die Konvektion definiert wird, mit wenigen Knoten zu charakteri-
sieren. So iibertrigt sich etwa eine kreisformige Konvektion auf den Graphen in Abbildung
4.6 (links), dort als konzentrische Zykel erkennbar. Die Information iiber die Konvekti-
on 148t sich in einem einzigen Zykel ausdriicken. Hierzu fafit man Knoten, die durch eine
schwache Kante, normal zur Konvektion, miteinander verbunden sind, zu einem Knoten
zusammen (Abbildung 4.6, rechts). Bei diesem Verschmelzen der Knoten darf allerdings die
OFD-Bedingung nicht verletzt werden.

planerer Graph reduzierter Graph

Abbildung 4.6: Planare Reduktion

Fiir eine allgemeine Definition der planaren Reduktion sei G, = (V, E,) einer der re-
duzierten Graphen aus Definition 4.3.1 und v,u € V Knoten, die in G durch schwache
Kanten (v,u),(u,v) € E\ E, miteinander verbunden sind. Der Graph G}, der durch das
Verschmelzen der Knoten v und w aus G, entsteht, sei definiert durch:

V(G.) = V —{u} und
E(G) = [Em(V(G’r)xV(G;))}UE’,

wobei
E' ={(v,w) : (u,w) € B} U{(w,v) : (w,u) € E,}.

Man beachte, dafl nur Knoten zusammengefafit werden, die durch eine schwache Hin- und
Riickkante miteinander verbunden sind.

Aufgrund der Konstruktion von G!. folgert man, dafi mit G, auch G, ein planarer Graph
ist, womit eine Kigenschaft fiir die Anwendung der Algorithmen in Abschnitt 3.2.2 beste-
hen bleibt. Fiir den Erhalt der OFD-Bedingung in G sind in der folgenden Bemerkung
hinreichende Kriterien aufgelistet.

Bemerkung 4.3.2 G/ erfiillt die OFD-Bedingung falls die Knoten v und u eine der fol-
genden Bedingungen erfiillen:
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i) In dem Graphen G, U {(v,u), (u,v)} gilt:

(eleft(v) = (v,u) und eright(u) = (u,v))
oder

(eright(v) = (v,u) und eleft(u) = (uav))'

ii) Falls de(u,Gy) = 0 dann erfiillt v in G, U {(v,u)} die OFD-Bedingung.
iii) Falls dy(u, G,) = 0 dann erfillt v in G, U {(u,v)} die OFD-Bedingung.

In Abbbildung 4.7 sind die Bedingungen i) und iii) an einem Beispiel dargestellt.

H\V/

Situation i)

TN

u

\"

Situation iii)

Abbildung 4.7: Beispiele fiir das Verschmelzen von Knoten

Nach Definition der OFD-Bedingung lielen sich die zu v in G, adjazenten Kanten
(€1,---,€m,...,ex) nach ihrem Winkel zu einer festen Achse ordnen, wobei e,jgp(v) = €1
und e (v) = ey,. Diese Anordnung flieit in eine weitere Bedingung fiir das Verschmelzen
der Knoten, da die inzidierende, schwache Kante normal zur Konvektion liegen soll. Somit
folgt, da8 die Kante (v,u) (bzw. (u,v)) zwischen den Kanten e,, und e;,4+1 (linker Sektor)
oder zwischen e; und e; (rechter Sektor) liegen muf} (siehe auch Abbildung 4.8). Weiterhin
wird die Anzahl der Knoten, die mit v zusammengefait werden, auf maximal einen zu v
adjazenten Knoten pro Sektor beschrinkt. In dem Beispiel in Abbildung 4.8 folgt somit, dafl
hochstens ein Knoten [; und ein Knoten r; mit v zusammengefafit werden kénnen. Da durch
die Verschmelzung mit einem Nachbarn neue, schwache, mit v inzidente Kanten entstehen
kénnen, wird dieser gesamte Prozefl erneut auf v angewandst.

Sei V(v) = {ry...,r1,v,0,...,1,-1,l,} die Menge aller Knoten (plus v), die mit v
verschmolzen wurden. Hierbei seien r; die Knoten, die im rechten Sektor reduziert wurden
entsprechend ihrer Reihenfolge (1 der erste Knoten usw.). Analog seien [; die Knoten, die im
linken Sektor mit v verschmolzen wurden. Diese Knotenmenge reprisentiert einen Block in
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der Matrix A, indem die Knoten entsprechend ihres Zusammenhangs iiber schwache Kanten
angeordnet werden. Es ergibt sich somit die Reihenfolge: ry, ..., r1,v,01,...,1,.

rechter
Sektor

Abbildung 4.8: Zuldssige Knoten fiir das Verschmelzen

Nachdem in G, alle Knoten durch obige Konstruktion mit ihren Nachbarn zusammen-
gefait wurden, ergibt sich ein planarer Graph, der die OFD-Bedingung erfiillt. Auf diesen
Graphen 148t sich einer der beschriebenen Anordnungsalgorithmen (FVS oder mit kon-
zentrischen Zykeln) anwenden. Allerdings ist die resultierende Anordnung nicht eindeutig,
sondern abhéingig von der Reihenfolge der Knoten innerhalb des Verschmelzungsalgorith-
mus. Ein Beispiel fiir die Anwendung der planaren Reduktion findet sich in Abbildung 4.9.
Die “Grundstruktur” des Graphen entspricht dabei der in Abbildung 4.6 gezeigten Struk-
tur. Nach der Reduktion wurde ein FVS-Algorithmus genutzt, um eine Anordnung fiir die
Matrix zu berechnen. Das Ergebnis ist ebenfalls dargestellt.

L
v
7
Y
/
]
Z )
T

Abbildung 4.9: Graph vor und nach planarer Reduktion und angeordnete Matrix

4.3.3. Anordnungen im R?

Mit der in diesem Abschnitt diskutierten Technik soll versucht werden, innerhalb eines
dreidimensionalen Gebietes zweidimensionale Oberflichen zu konstruieren, die die Struktur
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der Konvektion wiedergeben. Auf diese Oberflichen kénnen dann die Anordnungstechniken
aus Abschnitt 4.3.2 angewandt werden.

4.3.3.1. Oberflachen in Tetraedergittern

Im folgenden wird stets ein Tetraedergitter 7 = 7 (V, E, F') mit einer Knotenmenge V' (7T),
einer Kantenmenge E(7) und einer Menge von Dreiecksflichen F(T') betrachtet.
Zunichst eine Definition beziiglich der verwendeten Notation.

Definition 4.3.3 i) Zwei Flichen f,g € F(T) heifien benachbart, falls sie eine gemeinsa-
me Kante e € E(T) besitzen: f N g = e. Man sagt auch, die Flichen f und g sind mit
der Kante e verbunden.

ii) Sei e € E(T). Der Grad d(e) von e sei definiert als die Anzahl der Flichen in 7, die
mit e verbunden sind: d(e) := |{f € F(T) : en f # 0}].

In der folgenden Definition sind die grundlegenden Eigenschaften von Oberflichen als
Teilmenge des Tetraedergitters zusammengefaflt.

Definition 4.3.4 Sei S C 7. S heifit Oberfiliche, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

i) Fir alle e € E(S) gilt: d(e) < 2.

ii) Fir alle f,g € F(S) existieren Flichen fy,..., fr € F(S) mit f = fy, ¢ = f und fiir
alle 0 <7 <k —1 gilt: f; und f;11 sind benachbart.

iii) Fiir alle f,g € F(S) mit einem gemeinsamen Knoten v existieren Flichen fo,..., fr €
F(S) mit f = fo, g = fr, fi und f;;1 sind benachbart fiir alle 0 < ¢ < k — 1 und
A ﬂ?:o fz

Der Graph einer Oberfliche G(S) wir durch die Knoten und Kanten von S gebildet:
G(S) = (V(S), E(S)).

Bedingung (i) verhindert, dafl mit jeder Kante mehr als 2 Flichen verbunden sind und
sich die Oberfliche damit in mehr als einer Ebenen ausbreitet. Bedingung (ii) sorgt fiir
den Zusammenhang der Oberfliche iiber Kanten und Bedingung (iii) schliefit “Locher”
in der Oberfliche aus. In Abbildung 4.10 sind ein Beispiel fiir eine Oberfliche und drei
Gegenbeispiele angegeben, wobei in den Gegenbeispielen (i) - (iii) die jeweilige Bedingung
aus Definition 4.3.4 verletzt ist.

Zuséitzlich zu den in Definition 4.3.4 angegebenen Eigenschaften einer Oberfliche wird
im folgenden auch stets von deren Orientierbarkeit ausgegangen. Gemeint ist hierbei die
Moglichkeit, einer Oberfliche eine eindeutige obere und untere Seite zuweisen zu kénnen.
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RAXD

Oberflache 0] (ii) (iii)

Abbildung 4.10: Ein Beispiel fiir eine Oberfliche und drei Gegenbeispiele

Hierdurch sind Strukturen dhnlich einem Mo&biusband ausgeschlossen. Der Grund fiir diese
Forderung liegt in der Anwendbarkeit der Algorithmen aus Abschnitt 3.2.2, die die Pla-
naritdt der betrachteten Graphen zugrundelegen. Da durch die Orientierbarkeit eine Ein-
bettung in den R? gelingt, 148t sich hierdurch die Planaritit des Graphen der Oberfliche
sicherstellen. Eine algorithmische Betrachtung zum Test der Orientierbarkeit einer Ober-
fliche findet man in Abschnitt 4.3.3.4.

4.3.3.2. FluBoberflichen

Im folgenden sollen orientierbare Oberflichen definiert werden, die die Hauptinformation
iiber den Fluf} tragen, die sogenannten Flufoberflichen. Der Grundgedanke dabei ist, der
Richtung der Konvektion im Mittelpunkt einer Kante zu folgen und ihr so ein “geeignetes”,
adjazentes Dreieck zuzuordnen. Die Konvektionsrichtung b : R* — R3 muf hierfiir explizit

vorliegen.

Definition 4.3.5 Sei e € E(7) und seien v,u € V(7T) die Endpunkte von e. Bezeichne
m =m(e) = (v + u) den Mittelpunkt der Kante e.

Seien 0 € R und « € [0, 7]. Man nennt e stark, falls fir die Konvektionsrichtung b im
Kantenmittelpunkt gilt: ||b(m)||2 > o. Im Fall ||b(m)||2 < o heifit e auch schwach. Gilt fiir
den Winkel zwischen e und b(m): £(e,b(m)) < & fiir ein s € [0, §], so bezeichnet man e als

fluBparallel.

Sei E(T) C E(T) die Menge aller starken Kanten mit einem Grad groBer als 1. Weiter
sei Ey(T) C E(T) die Menge aller nicht fluBparallelen Kanten in E(7) und Ey(T) =
E(T)\ EL(T). i i

Im folgenden wird jeder Kante in £ durch die Funktionen ¢y, ¢y : E1(T) = F(T) und
@p : Eo(T) x F(T) — F(T) mittels der Konvektionsrichtung ein mit e verbundenes Dreieck
zugewiesen. Die Indizes f, b und p stehen dabei fiir forward, backward und parallel und
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entsprechen der Richtung, in der der Konvektion gefolgt wird (vorwdrts und rickwdirts)
bzw. der Art der Kante (fluBparallel).

Zur Definition von ¢y, @ und ¢, sei y € [0, §). Fiir eine Kante e € Eq(T) sei gf(e) defi-
niert als die mit e verbundene Fliche, die den kleinsten Winkel zur Ebene einnimmt, die von
e und der Konvektionsrichtung b(m(e)) aufgespannt wird. Vorausgesetzt wird hierbei, dafl
dieser Winkel kleiner ist als y. Entsprechend ist ¢, (e) definiert als die Fliche, die den klein-
sten Winkel zu der von e und der negativen Konvektionsrichtung —b(m(e)) aufgespannten
Ebene einnimmt, sofern dieser kleiner als -y ist.

Man beachte, daf die Richtung der Konvektion (positiv oder negativ) entscheidend in
die Berechnung des Winkels o zwischen der Dreiecksfliche und der jeweiligen Ebene eingeht,
da hierfiir sowohl « als auch 7 — « in Frage kommen. In Abbildung 4.11 ist ein Beispiel
angegeben. Der Winkel zwischen b(m(e)) und f betrdgt dort 0 und somit ist ¢r(e) = f.
Dagegen nimmt der Winkel zwischen b(m(e)) und g den Wert 7 an bzw. ist 0 zwischen
—b(m(e)) und g, womit ¢p(e) = g folgt.

b(m(e))

N

e -b(m(e))

Abbildung 4.11: Beispiel fiir ¢; und ¢,

Fiir Kanten e € F5(T) ist die Definition einer Ebene zwischen e und b(m(e)) aus nume-
rischer Sicht nicht sinnvoll oder nicht eindeutig. Aus diesem Grunde wird der Wert von
©p(e,g) beziiglich einer mit e verbundenen Fliche g € F(T) definiert und sei die mit
e verbundene Dreiecksfliche, fiir deren Winkel « zu g gilt: | — 7| < v und |a — 7| =
min{|r — £(g, )|, f ist mit e verbunden}. Dabei ist der maximale Winkel zwischen den
durch die Dreiecksflichen definierten Ebenen gemeint. Das Beispiel in Abbildung 4.11 ver-
deutlicht diese Definition. Darin gilt: ¢,(e,g) = f.

Durch die Funktionen ¢y, ¢, und ¢, 1a83t sich die Menge der Dreiecke im Tetraedergitter
einschrianken. Sei hierzu

Fi(T) = ¢p(Eu(T))
Fy(T) = @u(E(T))
(T) = @p(F(T) x Ea(T)) Upp(Fy(T) x Es(T))
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4. Anordnungsalgorithmen

Die Menge
F(T) = Fy(T) U Ey(T) U Ey(T) (4.5)

148t sich nach obigen Definitionen als die Menge der “im Fluf} liegenden” Dreiecke betrachten
und bildet die Grundlage fiir die Flufloberflichen.

Definition 4.3.6 Sei o € [0,7] und sei S C T eine orientierbare Oberfliche mit F(S) C
F(T). S heiit Flupoberfliche mit minimalen Winkel o, falls fiir alle Kanten e € E(S) und
mit e verbundenen Dreiecksflichen f,g € F(S) gilt: £(f,g) > a.

4.3.3.3. Konstruktion der FluBoberflachen

Die einzelnen Funktionen ¢y, ¢, und ¢, werden im folgenden zu einer Flufifunktion ¢ :

E(T) x F(T) = F(T) zusammengefaft:

Sop(ea f) ) N ec EQ(T)
ole,f) =4 ¢rle)  ee€E(T) und £L(ps(e), f) > £L(ps(e), f) (4.6)
wp(e) sonst

Die Konstruktion einer Flufloberfliche ist in Algorithmus 4.3 dargestellt. Hierbei werden,
ausgehend von einer gegebenen Kante e € El(T), mittels ¢ sukzessive Dreiecksfliichen an
die Oberfliche angefiigt, wobei die Eigenschaft einer FluBloberfliche erhalten bleiben soll.
Eine mdégliche Implementierung fiir diesen Test ist in Abschnitt 4.3.3.4 angegeben.

procedure Surface( e, f, S )
g := (e, f);
if g ¢ S und S U {g} ist eine FluBoberfliche then
S:=SU{g};
for all Kanten e’ # e in g do Surface(e’,g,S);
endif; end;

Algorithmus 4.3: Algorithmus zur Konstruktion einer Flufloberfliche

Algorithmus 4.3 kann benutzt werden, um das gesamte Gitter 7 in disjunkte Fluober-
flachen zu zerlegen. Das entstehende Verfahren ist in Algorithmus 4.4 angegeben.

procedure Decompose( 7 )
1:=0;
while £,(T) # 0 do
sei e € E1(T) mit f =pf(e) € F(T);
Si={fh
for all Kanten €' in f do Surface( €', f, S; );
I16sche alle Dreiecksflachen in 7 die mindestens einen Knoten in S; besitzen;
=1+ 1;
endwhile; end;

Algorithmus 4.4: Algorithmus zur Zerlegung von 7 in Fluloberflichen
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4.3. Anordnungsalgorithmen fiir konvektionsdominante Probleme

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Algorithmus 4.4 findet sich in Abbildung 4.12. Auf
den konstruierten Fluffoberflichen wurden anschlieBend Anordnungen mittels konzentrischer
Zykel (siehe Abschnitt 4.3.2.3) und FVS (siehe Abschnitt 4.3.2.2) berechnet. Die permutier-
ten Matrizen sind ebenfalls dargestellt. Dabei wurde die Blockung der Matrix, die von der
Aufteilung der Unbekannten durch die FluBoberflichen herriihrt, ebenfalls dargestellt.

Abbildung 4.12: Konstruierte Flufloberflichen und Anordung mittels Zykel und FVS

4.3.3.4. Implementierung

Orientierung einer Oberfldche

In Abschnitt 4.3.3.1 wurde auf die Orientierbarkeit einer Oberfliche als wichtige Forde-
rung fiir die Anwendbarkeit der Algorithmen in Abschnitt 3.2.2 hingewiesen. Die folgende
Definition gibt eine Moglichkeit an, diese Bedingung algorithmisch sicherzustellen.

Definition 4.3.7 Sei f € F(T) und seien vg,v1,v2 € V(T) mit vg,v1,v9 € f die drei
Eckpunkte von f. Eine Orientierung von f sei definiert durch eine Permutation (g, 41, 2)
von (0, 1,2). Bezeichne o(f) diese Permutation.

Sei § C T eine Oberflidche. S ist orientierbar, falls fiir alle f,g € F(S) mit f und g sind
benachbart und o(f) = (g, 1,42) und o(g) = (jo, J1,j2), gilt:

31,k e{0,1,2} : vy, = vj, und (v;,,, =wvj,_, oder v;,_, = v, ). (4.7)
Dabei ist die Addition bzw. Subtraktion in den Indizes modulo 3 zu verstehen.

Bedingung (4.7) gibt an, dafl die Anordnung der Eckpunkte der Dreiecksflichen f und g
beziiglich der jeweiligen Orientierung entgegengesetzt ist (siche auch Abbildung4.13). Durch
die Orientierung eines Dreiecks ist eine duflere bzw. innere Normalenrichtung gegeben, etwa
durch das Vektorprodukt (v;, —v;,) X (v, —v;, ). Somit lassen sich die bereits angesprochene
Unter- bzw. Oberseite des Dreiecks und der gesamten Oberfliche angeben.
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4. Anordnungsalgorithmen

Abbildung 4.13: Beispiel fiir eine Orientierung benachbarter Dreiecke

Innerhalb von Algorithmus 4.3 wird dem Anfangsdreieck eine beliebige Orientierung
zugewiesen. Jede neue Dreiecksfliche erhilt dann eine Orientierung in Abhéngigkeit von
dem zuletzt besuchten Dreieck, entsprechend der Definition einer orientierbaren Oberflache.
Nach Konstruktion der gesamten Flufloberfliche 148t sich schliellich mittels Definition 4.3.7
iiberpriifen, ob die einzelnen Orientierungen der Dreiecke passend sind.

Test auf FluBoberfldche
Im folgenden seien fiir alle Kanten e € E(7) Datenfelder noOfFaces angenommen, die die
Anzahl der mit e verbundenen Dreiecke innerhalb einer FluBoberfliche speichern. Analog
gebe es fiir alle Knoten v € V(7)) bool’sche Datenfelder inSurface, die true sind, falls v in
einer Flufoberfliche enthalten ist.

Seien e die Kante und g das Dreiecke aus Algorithmus 4.3. Hinreichend fiir “SU {g} ist
eine Flufloberfliche” in Algorithmus 4.3 sind die folgenden Bedingungen:

i) fir alle Kanten €’ # e von g gilt: €/.noOfFaces < 2,

ii) es existiert eine Kante ¢’ # e von g mit ¢’.noOfFaces = 1 oder fiir alle Knoten v in g
mit v & e gilt: v.inSurface = false und

iii) fiir alle Kanten e’ # e von g mit ¢/ .noOfFaces = 1 gilt: fiir das mit €' verbundene
Dreieck f # g gilt: £(f,g) > .

Bedingung i) entspricht der Bedingung i) aus Definition 4.3.4. Die Bedingung ii) sorgt
fiir die Einhaltung der Bedingungen ii) und iii) aus Definition 4.3.4. Bedingung iii) ist eine
direkte Umsetzung der Winkelbedingung fiir Flufloberflichen.

Man beachte, dal Bedingung ii) auch fiir die Orientierbarkeit der konstruierten Fluf}-
oberfliche sorgt. Dies folgt aus der Eigenschaft, dafl alle Mengen S aus Algorithmus 4.3
wéahrend der Konstruktion Oberflichen sind und somit jedem neuen Dreieck eine geeignete
Orientierung zugewiesen werden kann.

Dies bedeutet aber zugleich auch eine Einschrankung der konstruierten Flufloberflachen.
Strukturen wie Binder sind ausgeschlossen, da hierzu zum Schlieflen der Oberfliche wihrend
der Konstruktion ein Dreieck angefiigt werden muf}, wobei ein Knoten des neuen Dreiecks
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4.3. Anordnungsalgorithmen fiir konvektionsdominante Probleme

bereits in der Oberfliche enthalten ist. Hierdurch ist aber Bedingung ii) verletzt. Diese
Situation ist in Abbildung 4.14 dargestellt.

Dreieck

Knoten bereits in Oberflache

Abbildung 4.14: Situation beim Schlieflen einer Oberfléche
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5. lterationsverfahren

In diesem Kapitel sollen die in dieser Arbeit verwendeten Iterationsverfahren vorgestellt
werden. Zum Einsatz kommen hierbei nichtlineare Verfahren auf Basis der konjugierten
Gradienten. Diese gehoren, neben den Mehrgitterverfahren, zu den am schnellsten konver-
gierenden Verfahren zur Losung von grofien, schwachbesetzten Gleichungssystemen.

Nachdem in Abschnitt 5.1 einige Begriffe eingefithrt werden, erfolgt in Abschnitt 5.2 eine
Vorstellung der Gauf-Seidel-Iteration. Diese wird in den Losungsiterationen als Prdkondi-
tionierer verwendet. Anschlieend werden in Abschnitt 5.3 das BiCG-Stab-Verfahren und
in Abschnitt 5.4 das GMRES-Verfahren vorgestellt.

5.1. Aligemeines

Das durch die Iterationsverfahren zu losende System sei im folgenden stets
Az = b,

mit regulirem A € R"*" und b € R".

Um die Spektraleigenschaften der Systemmatrix und somit auch das Konvergenzverhal-
ten einiger Iterationsverfahren zu verbessern, wird hiufig ein Prakonditionierer verwendet.
Dies ist eine regulire Matrix W = W;W,; € R™ ™. Dabei wird W so gewahlt, daf§ sie
eine Approximation von A darstellt, sich aber einfacher invertieren lifit, z.B. entspricht
in der Jacobi-Prdkonditionierung W der Diagonalen von A. Das mittels W transformierte
Gleichungssystem lautet schlieflich:

W, AW, Y(Waz) = W, tb.

Durch die Zerlegung von W in W; und Wy lassen sich zusétzliche Forderungen an das neue
System erfiillen. Sind etwa A und W symmetrisch, so 18t sich durch die Wahl W; = W
diese Eigenschaft auch auf die Matrix W~ IAI/VQ_1 iibertragen.
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5. Iterationsverfahren

5.2. Die GauB-Seidel-Iteration

Die unterschiedlichen Varianten der Gauf3-Seidel-Iteration basieren auf einer Zerlegung der
Matrix A in
A=D—-FE—F, (5.1)

wobei D den Diagonalanteil von A bildet und F und F strikte untere bzw. obere Dreiecks-
matrizen sind. Ein Schritt der Iteration ist durch die Vorschrift

Ti+1 = Ty — 9 W_I(A.’L'i — b) (5.2)

definiert, wobei der Parameter ¥ € R einer geeigneten Dampfung der Korrektur dient.
Die Matrix W ist durch die einzelnen Varianten der Gauf-Seidel-Iteration bestimmt. Das
Vorwérts-Gauf-Seidel-Verfahren ergibt sich durch die Wahl

Wre =D -E,

wahrend die Matrix
Whe =D—F

der Rickwdirts-Gaufi-Seidel-Iteration entspricht. Fiithrt man jeweils einen Vorwirts- und
einen Riickwirts-Gauf3-Seidel-Schritt aus, so ergibt sich das symmetrische Gauj-Seidel-
Verfahren. Die Matrix W aus (5.2) entspricht hierbei der Matrix

W99 = (D - EYD™Y(D - F).

Bei den obigen Iterationen spricht man auch von der punktweisen Gaufl-Seidel-Tteration.
Besitzt die Matrix A eine Blockstruktur und sind die Matrizen D, E und F in der Zerlegung
(5.1) als Blockdiagonale bzw. untere und obere Blockdreiecksmatrizen gewéhlt, so ergibt sich
die Block-Gauj$-Seidel-Iteration.

Betrachtet man die in Kapitel 4 vorgestellten Anordnungen fiir die Matrix A, so wird
eine Eignung einzelner Gaufl-Seidel-Varianten fiir die verschiedenen Anordnungen deutlich.
Dies betrifft sowohl den Einsatz als Loser, Prakonditionierer oder als Glatter in einer Mehr-
gitteriteration.

Ist der Graph der Matrix A azyklisch, so ergibt sich durch den Numerierungsalgorith-
mus eine Anordnung, die A zu einer oberen Dreiecksmatrix umordnet (siehe Abschnitt
4.3.2.1). Hierfiir bietet sich die Riickwérts-GauB-Seidel-Iteration an. Auch bei der Anord-
nung mittels FVS (siehe Abschnitt 4.3.2.2) entsteht eine Anordung von A, fiir die sich die
Riickwérts-Gaul-Seidel-Iteration eignet, sofern das FVS des Graphen klein ist. Hier wird
auch die Notwendigkeit fiir Verfahren zur Bestimmung von minimalen bzw. sehr kleinen
FVSs deutlich.

Das symmetrische Block-Gaufl-Seidel-Verfahren ist hingegen fiir die Anordnung mittels
konzentrischer Zykel (siehe Abschnitt 4.3.2.3) zu empfehlen, da hierbei tridiagonale Diago-
nalblocke entstehen. Diese konnen jeweils effizient gelost werden.
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5.3. Das BiCG-Stab-Verfahren

Fiir positiv definite Systeme ist das Verfahren der konjugierten Gradienten oder CG- Verfahren
(siehe [Hac93]) als Losungsverfahren eine geeignete Wahl. Ein Grund hierfir liegt in der Mi-
nimierung der Fehlernorm

[l = il 4

in jedem Iterationsschritt. Bei nichtsymmetrischen Systemen verliert man allerdings diese
Minimierungseigenschaft. Ist die Systemmatrix A nicht positiv definit, so definiert || - ||
keine Norm und eine Minimierung von ||z — z;|| 4 ist wenig sinnvoll.

Innerhalb der CG-Iteration lassen sich das aktuelle Residuum r; und die Suchrichtung p;
jeweils durch Polynome vom Grad kleiner oder gleich ¢ ausdriicken. Diese Polynome erfiillen
dhnliche Orthogonalitéitsbedingungen wie die Vektoren r; und p; beziiglich einer geeigneten
Bilinearform. Durch eine spezielle Wahl dieser Bilinearform entsteht das BiCG- Verfahren.
Allerdings besitzt das BiCG-Verfahren nicht die Minimierungseigenschaft der CG-Iteration.
AuBerdem erfolgen innerhalb des Algorithmus Multiplikationen mit der Transponierten A”
und im Falle einer Priakonditionierung auch mit dem transponierten Priakonditionierer.

Neben den Residuen r; wird im BiCG-Verfahren eine weitere Folge 7; von Vektoren
berechnet. Dabei beobachtet man im Falle der Konvergenz, dal die Vektoren r; und 7;
nach Null konvergieren, allerdings nur die Konvergenz von r; ausgenutzt wird. Das CGS-
Verfahren konzentriert durch eine Modifikation alle Anstrengungen auf die Minimierung
von r;. Hierbei wir die Darstellung von r; und #; im BiCG-Verfahren durch Polynome ;
vom Grad kleiner oder gleich i ausgenutzt:

ri =@i(A)ryg und 7; = goi(AT)r{).

Dabei ist r{, ein Vektor mit (rg,ry) # 0. Im CGS-Verfahren werden nun anstelle der 7; neue
Vektoren 7; berechnet:

fi = (p%(A)T‘O.

Betrachtet man ;(A) als Reduktionsoperator bzgl. der Norm von rg, so wird dieser im
CGS-Verfahren zweifach verwendet, wodurch sich auch der Name CG-Squared erklirt. Die
Methode hat zudem den Vorteil, da die Multiplikationen mit A” nicht mehr erforderlich
sind.

Sowohl das BiCG- als auch das CGS-Verfahren liefern bei exakter Arithmetik nach
spatestens n Schritten die Losung des Gleichungssystems. Allerdings haben beide Verfah-
ren, u.a. bedingt durch das Fehlen einer Minimierungseigenschaft, ein sehr unregelméBiges
Konvergenzverhalten. Dieses ist beim CGS-Verfahren noch ausgeprigter als bei der BiCG-
Iteration, wobei allerdings das CGS-Verfahren hiufig schneller konvergiert. Auch besteht
bei beiden Verfahren die Moglichkeit, dafl zwei verschiedene Breakdowns auftreten.
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Um das unregelmifiige Konvergenzverhalten zu gléitten, kann man untersuchen wie ¢;(A)
als Reduktionsoperator wirkt. Hierbei stellt man fest, da§ ;(A) zwar bzgl. des Startresidu-
ums 7 ein Reduktionsoperator ist, dafy dies aber nicht unbedingt auch fiir p;(A)rg gilt. Es
lassen sich sogar Beispiele konstruieren, in denen ¢;(A)ry eine kleine Norm besitzt, ©?(A)rg
aber eine grofere Norm als ry hat. Das BiCG-Stab-Verfahren benutzt deshalb nicht ¢;(A)
als Reduktor bzgl. ¢;(A)ry, sondern ein Polynom \; der Gestalt

Ai(z) = (1 —wiz)(l —waz) -+ - (1 — wix).

Die Koeffizienten w; € R werden dabei innerhalb des Algorithmus so berechnet, dafl r; =
Ai(A)p;(A)ry in der euklidischen Norm minimiert wird. Das resultierende Verfahren ist in
Algorithmus 5.1 dargestellt. Dabei ist W ein geeigneter Priikonditionierer. Man beachte
dabei, dal jede Korrektur der Iterierten als einzelner Schritt innerhalb des BiCG-Stab-
Verfahrens angesehen wird. Entsprechend kann auch ein Abbruch der Iteration jeweils nach
einer der beiden Korrekturen erfolgen.

procedure BiCGStab( b € R", A € R™*"™, W € R™*"™ regulir )
Sei xg bel.; ro := b— Axg; wihle 7 mit (ro,7) # 0;
p_1i=a_ 1 =w_1:=1v_1:=p_1:=0;
for i =0,1,2,... Stopkriterium erreicht do
pi = (F,ri); B = ;P o=
pi =71+ B(Pi1 —wi1vi1);
y =W lps; v = Ay;

a; = i
Tiyp1 = Ti + QY { 1. BiCG-Stab Schritt }
Tipl i=Ti — Qi

=Wr 1 t = Ay;

Tiy1 =@ 1 twiy; {2 BiCG-Stab Schritt }
Titl = Tipl — wit;
endfor; end;
Algorithmus 5.1: Priikonditioniertes BiCG-Stab-Verfahren

In Anwendungen beobachtet man neben dem geglidtten Konvergenzverhalten, dafl das
BiCG-Stab-Verfahren hiufig schneller als das CGS-Verfahren konvergiert. Leider kénnen
aber auch bei dem BiCG-Stab-Verfahren die gleichen Breakdowns wie beim CGS-Verfahren
auftreten, jeweils bei der Berechnung von £ und «;. Analog zu dem BiCG- und dem CGS-
Verfahren berechnet Algorithmus 5.1 nach spétestens n Schritten die exakte Losung.

Mehr zur Herleitung der BiCG-, CGS- und BiCG-Stab-Verfahren findet man z.B. in der
Ubersichtsarbeit [Gut94] oder in [Son89] und [vdV92].
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5.4. Das GMRES-Verfahren

Innerhalb der GMRES-Iteration (“Generalized-Minimal-Residual”), die auch auf Systeme
mit nichtsymmetrischer Matrix angewandt werden kann, wird mit Hilfe des Gram-Schmidt-
Verfahrens sukzessive ein Orthonormalsystem {vq,...,v;} des Krylov-Unterraumes Kj =
span{vy, Avy, ..., A¥ 1y} aufgebaut. Dabei ist v; = mit dem Startresiduum ry =

b — Azg. Die Iteration fir den Aufbau der Basis lautet:

ro
lIroll?

for j=1,2,...,k do
for i = 1,2, Ce ,j do hij = <A’Uj,1)i>;
Vi o= Avj — 31 hijui;

hjt1,g o= ||vjll
v
Vit1 = hjfll.j;
endfor

Die Koeffizienten h;; bilden dabei die obere (k + 1) x k Hessenbergmatrix H,. Die Ein-
schrinkung von H,, auf die ersten k Zeilen sei Hy.

Die Korrektur z;, fiir die Iterierte o wird anschlieBend innerhalb von Kj bestimmt,
wozu das Minimierungsproblem

min b= ey +2)| = min Iro - Az (5.3)

gelost wird. Sei Vi die n x k Matrix, deren Spalten die Vektoren v; darstellen. Setzt man
z = Viy mit y € R*, so LBt sich das Problem (5.3) mit

AV, = Vi1 Hy,

auf das Minimierungsproblem

mir}c |Bvy — AVyyl| = milf}c |Vie+1(Ber — ﬁky)“
yeR yeR
= min ||Be; — Hyy|| (5.4)
yeERF

reduzieren. Dabei sind e; = (1 0...0)" und 8 = ||ry||. Die Loésung von (5.3) und somit die
Approximation fiir die Losung des Gleichungssystems ist dann

zr = xo + Vi,

wobei yy, die Losung von (5.4) darstellt.

Das so definierte Verfahren terminiert nach héchstens n Schritten, wobei eine exakte
Arithmetik vorausgesetzt wird. Auflerdem ist, anders als beim BiCG-Stab-Verfahren, kein
Breakdown moglich. Auch besitzt das Konvergenzverhalten der GMRES-Iteration nicht die
Unregelmifligkeiten des BiCG-Stab-Verfahrens.
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Das GMRES-Verfahren hat allerdings den Nachteil, daf fiir wachsendes k der Aufwand
fiir die Berechnung der j Skalarprodukte und der Speicherbedarf fiir die Vektoren v; an-
steigt. Um dies zu umgehen, i3t sich der Algorithmus iterativ verwenden, wozu nach jeweils
m Schritten ein Neustart mit der aktuellen Iterierten durchgefithrt wird. Das resultierende
Verfahren ist in Algorithmus 5.2 angegeben. Die Matrix W ist dabei ein geeigneter Prikon-

ditionierer.

procedure GMRES( m € N, b € R", A € R™*", W € R™*"™ regulir )

Sei xq beliebig;
while Stopkriterium nicht erreicht do
ro :=b— Axg; v := ﬁ

forj=1,2,...,m do
pi=AW " v vy, =p
fori=1,...,5do

hij = (p,vi);
Vi i= Uiy — hijui;
endfor;
hjt1,g = g4l
Vi
Vitl += th+1,1’
endfor;
T = o + WV ym, wobei vy, (5.4) minimiert;
Ty i= T, { Neustart }

endwhile; end;
Algorithmus 5.2: Prikonditioniertes GMRES mit Neustart

Fiir die Implementierung von GMRES (mit und ohne Neustart) ist die effiziente Losung
des Minimierungsproblems (5.4) wichtig. Die hierzu notwendige Zerlegung von Hy, in Hy, =
Qi Ry, mittels Givensrotationen 148t sich aufgrund der Struktur von Hk wihrend der Ite-
ration berechnen. Hierzu wird in jedem Schritt das Element h;, ; elemeniert. Durch die
gleichzeitige Transformation von fe; gewinnt man zusitzlich die Residuumsnorm der aktu-
ellen Iterierten z;, denn mit ¢l = QjpPer gilt:

|9j 1l = [Ib— Az]].

Bei dem GMRES-Verfahren ohne Neustart 148t sich somit der Zeitpunkt des Abbruchs der
Iteration steuern, ohne die Iterierte x zu berechnen. Aber auch bei dem GMRES-Verfahren
mit Neustart erlaubt diese Methode die Einsparung einer Berechnung der Residuumsnorm,
um etwa Stopkriterien fiir die Iteration zu testen.

Weitere Informationen zur Herleitung und zu den Eigenschaften des GMRES-Verfahrens
sind in [SS86] zu finden.
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In diesem Kapitel sollen die in den vorausgegangenen Kapiteln beschriebenen Algorithmen
und Anordnungen in numerischen Experimenten angewandt werden. Dabei werden sowohl
verschiedene Parameter des zugrundeliegenden mathematischen Problems, als auch der Dis-
kretisierung verdndert, um deren Auswirkungen auf die Verfahren zu untersuchen.

In Abschnitt 6.1 erfolgt zunéichst eine Vorstellung der einzelnen Testprobleme mit den
verwendeten Konvektionsfeldern und den verschiedenen Triangulationen. In Abschnitt 6.2
werden die ermittelten Konvergenzraten fiir die verschiedenen Iterationsverfahren vorgestellt
und analysiert. In Abschnitt 6.3 erfolgt schlieflich eine Gegeniiberstellung der Kosten der

einzelnen Verfahren.

6.1. Testprobleme

Ausgangspunkt fiir die Experimente bildet die Konvektions-Diffusions-Gleichung aus Kapi-
tel 2

—eAu+b-Vu = f inQcCR?
u = ug aufl'=0Q0.

Dabei werden die Dirichlet-Randbedingungen zu ug(x) = Zgzl z? gesetzt. Die rechte Seite
f wird anschlielend so gewéhlt, dafl sich als Losung des Problems u(x) = Egzl z7 ergibt.
Das Gebiet Q ist im Fall des R? das Einheitsquadrat. Im R? entspricht Q@ dem Ein-
heitswiirfel.
Fiir die numerischen Tests konnen verschiedene Parameter der Gleichung und der Dis-

kretisierung variiert werden. Im Einzelnen sind dies etwa
e die Starttriangulierung,
e der Parameter € bzw. die Dominanz der Konvektion,
e das Stromungsfeld und

e die Schrittweite der Diskretisierung und somit die Anzahl der Unbekannten.
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Eine Veréinderung der Starttriangulation, des Parameters € und des Konvektionsfeldes
dient der Untersuchung der Abhéngigkeit der Anordnungstechniken von diesen Variablen.

Innerhalb der Tests wird die aus der Diskretisierung stammende Anordnung mit NO
abgekiirzt. RCM steht fiir die Anordnung mittels Reverse-Cuthill-McKee (siche Abschnitt
4.2). Eine Anordnung auf Basis des heuristischen/approximativen FVS-Algorithmus (siehe
Abschnitt 4.3.2.2) wird mit hFVS/aFVS bezeichnet und mit CC die Anordnung mittels
konzentrischen Zykel (siehe Abschnitt 4.3.2.3).

Im R? wird die Verwendung von FluBoberflichen (sieche Abschnitt 4.3.3.1) durch ein
(FS) kenntlich gemacht, wihrend im R? eine vorherige Anwendung der planaren Reduk-
tion (siehe Abschnitt 4.3.2.4) durch ein (p) gekennzeichnet wird. Man beachte, dafi die
Anordnung hFVS im R? dem in Abschnitt 4.3.2.2 beschriebenen globalen FVS entspricht.

6.1.1. Triangulationen

Als Starttriangulationen im Falle des R? werden die in Abbildung 6.1 dargestellten Git-
ter verwendet. Hierauf aufbauend werden die feineren Gitter mittels der in Abschnitt 2.3
beschriebenen reguléren Verfeinerung von Dreiecken konstruiert. Es ergeben sich folgenden
Anzahlen von Unbekannten fiir die einzelnen Verfeinerungsstufen und Gitter!:

Stufe 3 4 5 6 7 8
QUAD1/QUAD2 | 225 | 961 | 3969 | 16129 | 65025 | 261121
QUAD3 157 | 665 | 2737 | 11105 | 44737 | 179585

Abbildung 6.1: Starttriangulationen QUAD1, QUAD2 und QUAD3

Im R3 dient die Kuhn-Triangulierung des Einheitswiirfels (siehe auch [Bey98]) als Start-
triangulation. Bei der Kuhn-Triangulierung geht man von der Beobachtung aus, dafl der n-
dimensionale Einheitswiirfel insgesamt n! verschiedene M6glichkeiten bietet, iiber n Kanten
vom Nullpunkt zum Punkt (1,1,...,1)T zu gelangen, und dabei, einschlieBlich Start- und

!Fiir das Gitter QUAD3 wurden die Stufen an die Gitter QUAD1/2 angepaft, um eine bessere Ubersichtlichkeit
zu erreichen.
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Endpunkt, n+ 1 Eckpunkte zu passieren. Ein Element wird dann durch die Eckpunkte eines
solchen Weges definiert. In Abbildung 6.2 ist die Kuhn-Triangulierung des Einheitswiirfels
im R3 dargestellt und entspricht Gitter CUBEL.

Bei einem weiteren Gitter, der Triangulation CUBE2, wurde zunéchst eine Zerlegung des
Einheitswiirfels in Oktaeder spezifiziert und anschlieflend jeder einzelne Oktaeder mittels
Kuhn-Triangulierung in Tetraeder unterteilt. In Abbildung 6.2 ist die Zerlegung in Oktaeder
dargestellt.

(0,0,0)

Abbildung 6.2: Gitter CUBE1 und Oktaedergitter CUBE2

Als Verfeinerungsalgorithmus wird die in Abschnitt 2.3 vorgestellte regulire Verfeinerung
fiir Tetraeder verwendet. Fiir die Gitter CUBE1 und CUBE2 ergeben sich somit folgende Zahlen
fiir die Unbekannten auf den einzelnen Stufen:

Stufe 3 4 5 6
CUBE1 343 | 3375 | 29791 | 250047
CUBE2 125 | 1331 | 12167 | 103823

6.1.2. Stromungsfelder

Um den Einflul des Strémungsfeldes auf den Nutzen einer Anordnungstechnik zu ermitteln,
werden hierfiir verschiedene Felder mit jeweils unterschiedlichen Eigenschaften verwendet.
Es handelt sich dabei sowohl um azyklische, als auch um zyklische Stromungsfelder mit
konstanter, wie nichtkonstanter Konvektionsrichtung.

Die im R2 verwendeten Konvektionsrichtungen sind in Abbildung 6.3 graphisch darge-
stellt. Thr genaue Definition lautet:

- XLINE (konstanter, azyklischen Flu8):

b=(1,0)"
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Abbildung 6.3: Stromungsfelder XLINE, CURVE, CIRCLE und 4CIRCLES

- CURVE (nichtkonstanter, azyklischer Fluf}):

bavy) = ( I;y)

- CIRCLE (zyklischer Fluf mit einem Kreis):

e = (250 )

- 4CIRCLES (zyklischer Fluff mit vier Kreisen):

y—0.25,0.25 — z
0.75 —y,z — 0.25
y—0.75,0.75 — x
0.25 —y,x —0.75

T (w,y) €0,5)
T (z,y) €0,5] x (0.5,1)

T (z,y) €]0.5,1]
T

(
b(xuy):: E
(

, sonst

Im R? werden die Konvektionsfelder XLINE, CURVE, CIRCLE und 4CIRCLES iibernom-
men, wobei die z-Komponente zu 0 gesetzt wird. Zusétzlich wird die folgende Flufirichtung
verwendet:

- DIAGCIRCLE (zyklischer, dreidimensionaler Fluf}):

2=y
bz, y,2) = | v—z
Yy—

DIAGCIRCLE entspricht dem Strémungsfeld CIRCLE, wobei die Rotationsachse aber nicht
(0.5,0.5,0)”, sondern die Diagonale (1,1,1)7 ist.
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6.2. Konvergenzraten

In den anschliefenden Tests werden die in Kapitel 5 vorgestellten BiCG-Stab-Iteration und
das GMRES-Verfahren (mit Restartparameter m = 10, siehe Algorithmus 5.2) als Loser ein-
gesetzt. Als Prikonditionierer wird sowohl die symmetrische Gauf-Seidel-Iteration (SGS),
als auch das Riickwirts-Gauf-Seidel-Verfahren (BGS) verwendet. Die Tests selbst verlau-
fen in zwei Abschnitten. Zuerst werden die Anordnungstechniken in Abhingigkeit von der
Starttriangulation untersucht und anschlielend die Abhéngigkeit von der Dominanz der
Konvektion.

Fiir den Test mit den verschiedenen Triangulationen werden im R? die Gitter bis zur
Stufe 8 verfeinert. Im R3 erfolgt der Test auf Stufe 6. Fiir den Parameter ¢ gilt: € = 10—5.

Die Experimente beziiglich der Dominanz der Konvektion erfolgen im R? auf dem Gitter
QUAD1 und im R? auf dem Gitter CUBE1. Diese Tests werden auf mehreren Stufen durch-
gefithrt, um zusétzlich die Abhingigkeit des Konvergenzverhaltens von der Schrittweite zu
untersuchen.

In allen Tests wird sowohl die Anzahl der Iterationsschritte k& die nétig sind, um das
Startresiduum um 1;0—4 zu reduzieren, als auch (in Klammern) die Konvergenzrate v =
(Il7:]1/ll7o|) /¥ ausgegeben, wobei r; das i-te Residuum bezeichnet. Die Anzahl der Iterati-
onsschritte ist allerdings auf maximal 400 begrenzt. Als Startwert fiir die Iterationsverfahren
wurde stets zg = (1000, 1000, . ..,1000)?" gewihlt.

Ist das Stromungsfeld azyklisch (XLINE und CURVE), erfolgen, neben der Anordnung NO
und RCM, lediglich Untersuchungen mittels approximativem FVS. Diese Anordnung ist,
wie in Abschnitt 4.3.2.2 und 4.3.2.3 beschrieben, identisch mit den Anordnungen CC bzw.
aFVs.

6.2.1. Experimente im R?

Zunéchst werden die Tests mit den azyklischen Stromungsfeldern XLINE und CURVE durch-
gefiithrt. In der folgenden Tabelle sind die Konvergenzraten fiir die verschiedenen Anord-
nungstechniken aufgelistet. Als Prikonditionierer kommt dabei das symmetrische Gauf}-
Seidel-Verfahren zum Einsatz.

Stromungsfeld XLINE / SGS

Anordnung NO RCM aFVS§s
QUAD1 | BiCG-S div 12 (0.45) | 11 (0.42)
GMRES | 400 (0.98) | 9 (0.33) 9 (0.32)
QUAD2 | BiCG-S div 13 (0.44) | 11 (0.43)
GMRES | 400 (0.97) | 9 (0.33) 9 (0.31)
QUAD3 | BiCG-S | 400 (0.99) | 104 (0.92) | 10 (0.39)
GMRES | 352 (0.97) | 98 (0.91) | 8 (0.25)
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Stromungsfeld CURVE / SGS

Anordnung NO RCM aFVS
QUADI1 | BiCG-S div 55 (0.84) | 17 (0.47)
GMRES | 361 (0.97) | 56 (0.85) | 11 (0.43)
QUAD2 | BiCG-S | 400 (0.99) | 133 (0.92) | 17 (0.47)
GMRES | 400 (0.98) | 103 (0.91) | 11 (0.43)
QUAD3 | BiCG-S | 400 (0.99) | 71 (0.88) | 12 (0.46)
GMRES | 338 (0.97) | 84 (0.89) | 10 (0.34)

Man erkennt eine erhebliche Beschleunigung der Iterationsverfahren durch die Anordnung
mittels FVS. Bei der RCM-Anordnung fillt die Beschleunigung dagegen moderater aus.
Auch ist diese vom Gitter abhéingig wie die Tests mit XLINE auf den Gittern QUAD1 und
QUAD2 zeigen. Die FVS-Anordnung zeigt sich dagegen unempfindlicher bzgl. einer Anderung
der Triangulation.

Bei dem folgenden Experiment mit unterschiedlicher Dominanz der Konvektion wird die
FVS-Anordnung verwendet, da diese die besten Beschleunigungsresultate liefert.

Stromungsfeld XLINE / BGS

g ].10—]. 110—5 110—9
BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S GMRES
Stufe 6 | 193 (0.95) | 266 (0.97) | 4 (0.06) | 3 (0.05) | 1 (350—6) | 1 (310—6)
Stufe 7 | 393 (0.98) | 400 (0.98) | 6 (0.20) | 5 (0.12) | 1 (910—6) | 1 (910—6)
Stufe 8 | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 13 (0.39) | 9 (0.32) | 1 (310—5) | 1 (310—5)

Stromungsfeld CURVE / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 6 | 169 (0.95) | 277 (0.97) | 4 (0.08) | 4 (0.06) | I (4,0—6) | 1 (410—6)
Stufe 7 | 341 (0.97) | 400 (0.98) | 8 (0.26) | 6 (0.18) | 1 (1,0—5) | 1 (110—5)
Stufe 8 | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 17 (0.47) | 12 (0.43) | 1 (350—5) | 1 (310—5)

Man erkennt deutlich, dafl die Iterationsverfahren im Grenzfall ¢ — 0 zu einem exakten
Loser werden (siehe auch Abbildung 6.4). Dieses Verhalten ist unabhingig von der Anzahl
der Unbekannten, obwohl die Konvergenzraten selbst abhéngig von der Schrittweite sind.

In den folgenden Experimenten werden die zyklischen Stromungsfelder CIRCLE und
4CIRCLES untersucht. Zunichst erfolgt wieder der Test bzgl. der verschiedenen Anordnungs-
techniken. Als FVS-Algorithmus wird dabei nur das approximative Verfahren genutzt, da
der heuristische Algorithmus einen vergleichbaren Aufwand hat (siehe Abschnitt 6.3) und
dhnliche Resultate liefert.
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Stromungsfeld CIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM CYC CYC (p) aFVSs aFVS (p)
QUADI | BiCG-S | 400 (0.99) | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98)
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98)

QUAD2 | BiCG-S | 400 (0.99) | 400 (0.99) | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | breakdown
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98)

QUAD3 | BiCG-S | 400 (0.99) | 400 (0.98) | breakdown | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 389 (0.98)
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98)

Stromungsfeld 4CIRCLES / SGS

Anordnung NO RCM CYC CYC (p) aFVSs aFVS (p)
QUADI | BiCG-S | 400 (0.99) | 370 (0.98) | 400 (0.98) | 289 (0.97) | 313 (0.97) | 335 (0.97)
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.99) | 361 (0.97) | 400 (0.98)

QUAD2 | BiCG-S | breakdown | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 389 (0.98) | 251 (0.96) | 255 (0.96)
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 279 (0.97)

QUAD3 | BiCG-S | breakdown | 400 (0.98) | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 138 (0.94) | 219 (0.96)
GMRES | 400 (0.99) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 133 (0.93) | 218 (0.96)

Bei dem Stromungsfeld CIRCLE ist durch keine Anordnung eine spiirbare Beschleuni-
gung der Konvergenz festzustellen. Anders verhilt es sich bei den Tests mit dem Kon-
vektionsfeld 4CIRCLES. Die hier erkennbare Verbesserung des Konvergenzverhaltens fillt
allerdings moderater aus als bei den azyklischen Feldern. Die stabilste Technik scheint auch
hier die Anordnung mittels FVS zu sein. Das RCM-Verfahren ist dagegen im zyklischen
Fall nicht brauchbar. Ahnliches gilt fiir die Anordnung mittels konzentrischer Zykel, die
nur mit zusétzlicher planarer Reduktion nennenswerte Ergebnisse produziert. Leider ist die
Reduktion abhéngig von der Triangulation.

Analog wie im azyklischen Falls wird auch bei den folgenden Tests die Anordnung mit-
tels FVS genutzt, um das Verhalten bei unterschiedlicher Dominanz der Konvektion und die
Abhéngigkeit der Losungsverfahren von der Schrittweite zu testen. Der verwendete Prikon-
ditionierer ist das Riickwirts-GauB-Seidel-Verfahren.

Stromungsfeld CIRCLE / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 6 | 143 (0.94) | 338 (0.97) | 30 (0.72) | 29 (0.72) | 13 (0.44) | 10 (0.33)
Stufe 7 | 281 (0.97) | 400 (0.98) | 181 (0.95) | 76 (0.88) | 17 (0.55) | 17 (0.58)
Stufe 8 | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 25 (0.65) | 20 (0.63)

Stromungsfeld 4CIRCLES / BGS

9 110—1 110—5 110—9
BiCG-S GMRES BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 6 | 157 (0.94) | 318 (0.97) | 35 (0.77) | 29 (0.73) | 35 (0.76) | 28 (0.72)
Stufe 7 | 317 (0.97) | 400 (0.98) | 73 (0.88) | 65 (0.87) | 51 (0.83) | 44 (0.81)
Stufe 8 | 400 (0.98) | 400 (0.98) | 217 (0.96) | 400 (0.98) | 69 (0.87) | 61 (0.86)
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Anders als bei den azyklischen Konvektionsfeldern werden die Iterationsverfahren nicht zu
exakten Losern bei dominanter werdender Konvektion. In Abbildung 6.4 ist dieses unter-
schiedliche Verhalten graphisch dargestellt. Dort wurde der Prékonditionierer als Losungs-
iteration genutzt und die Entwicklung des Konvergenzverhaltens fiir ¢ — 0 aufgezeichnet.

Auch wenn kein exakter Loser vorliegt, so ist die Beschleunigung der Konvergenz doch
auf allen Stufen vorhanden. Allerdings ist die Konvergenzrate selbst abhingig von der
Schrittweite.

XLINE 105 CIRCLE

Abbildung 6.4: Konvergenzentwicklung bei Riickwirts-Gau3-Seidel fiir e — 0

6.2.2. Experimente im R3

In den nachfolgenden Tabellen sind die Konvergenzraten fiir die Stromungsfelder XLINE
und CURVE bei unterschiedlicher Anordnung aufgefithrt. Da beide Felder azyklisch sind,
entspricht die FVS-Anordnung der Anordnung mittels Numerierungsalgorithmus.

Stromungsfeld XLINE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS
CUBEL | BiCG-S | 65 (0.86) | 31 (0.58) | 3 (0.03)
GMRES | 78 (0.89) | 43 (0.81) | 3 (0.02)
CUBE2 | BiCG-S | 41 (0.78) | 22 (0.63) | 3 (0.03)
GMRES | 61 (0.86) | 25 (0.69) | 3 (0.03)
Stromungsfeld CURVE / SGS
Anordnung NO RCM CYC
CUBEL | BiCG-S | 59 (0.84) | 24 (0.67) | 3 (0.04)
GMRES | 68 (0.87) | 30 (0.73) | 3 (0.03)
CUBE2 | BiCG-S | 37 (0.77) | 15 (0.52) | 3 (0.05)
GMRES | 49 (0.83) | 14 (0.49) | 3 (0.05)

Analog zu den Resultaten im zweidimensionalen Fall ergibt sich auch hier eine wesentliche
Beschleunigung der Konvergenz durch die FVS-Anordnung. Aber auch das RCM-Verfahren
fithrt zu einer spiirbaren Verbesserung des Konvergenzverhaltens.
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Die FVS-Anordnung wird auch in den folgenden Test mit unterschiedlicher Schrittweite
und Konvektionsstirke verwendet.
Stromungsfeld XLINE / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCGS | GMRES | BiCGS | GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 4 | 29 (0.72) | 31 (0.74) | 2 (0.01) | 2 (0.01) | 1 (210-7) | 1 (210—7)
Stufe 5 | 63 (0.86) | 63 (0.86) | 2 (0.01) | 2 (0.01) | 1 (6,0—7) | 1 (610—7)
Stufe 6 | 117 (0.92) | 124 (0.93) | 3 (0.03) | 3 (0.02) | 1 (210—6) | 1 (210—6)

Stromungsfeld CURVE / BGS

g ].10—]. 110—5 ].10—9
BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S GMRES
Stufe 4 | 33 (0.74) | 33(0.75) | 3 (0.04) | 3 (0.04) | 1 (510—5) | 1 (510—5)
Stufe 5 | 70 (0.88) | 71 (0.88) | 5 (0.12) | 5 (0.12) | 1 (610—5) | 1 (610—5)
Stufe 6 | 114 (0.92) | 157 (0.94) | 3 (0.04) | 3 (0.03) | 1 (210—6) | 1 (210—6)

Die aufgelisteten Resultate geben ein, zum zweidimensionalen Fall vergleichbares Bild ab:
Fir ¢ = 0 werden die Iterationsverfahren zu exakten Losern. Abbildung 6.5 stellt dieses
Verhalten anhand der Riickwérts-Gauf3-Seidel-Iteration graphisch dar.

Bei den zyklischen Strémungsfeldern werden zusétzlich zu den bisherigen Anordnungen
auch Anordnungen mit vorheriger Zerlegung in Flufloberflichen verwendet. Auf den einzel-
nen FluBoberflichen kommen anschlielend die Verfahren mittels konzentrischer Zykel und
approximativem FVS zum Einsatz.

Stromungsfeld CIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) | aFVS (FS)
CUBEL | BiCG-S | 309 (0.97) | 180 (0.95) | 45 (0.81) | 113 (0.92) 1 (0.63)
GMRES | 400 (0.98) | 286 (0.97) | 40 (0.79) | 160 (0.94) 7 (0.57)
CUBE2 | BiCG-S | 171 (0.95) | 71 (0.87) | 57 (0.84) | 49 (0.83) 2 (0.80)
GMRES | 290 (0.97) | 90 (0.90) | 51 (0.83) | 48 (0.82) 0 (0.79)

Stréomungsfeld 4CIRCLES / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) | aFVS (FS)
CUBEL | BiCG-S | 165 (0.94) | 97 (0.91) | 30 (0.73) | 61 (0.85) 15 (0.52)
GMRES | 216 (0.96) | 111 (0.92) | 26 (0.69) | 51 (0.83) 3 (0.49)
CUBE2 | BiCG-S | 93 (0.90) | 51 (0.83) | 34 (0.76) | 32 (0.75) 7 (0.70)
GMRES | 122 (0.93) | 49 (0.83) | 30 (0.73) | 29 (0.73) 2 (0.65)

Bei diesen Stromungsfeldern, die im wesentlichen zweidimensionalen Charakter haben (die
Z-Komponente ist jeweils 0), ergibt sich eine wesentliche Verbesserung der Konvergenzra-
ten durch die Verwendung von FluBloberflichen. Hierbei ist die Beschleunigung durch die
FVS-Anordung besonders hervorzuheben. Die Anordnung mittels konzentrischer Zykel ist
dagegen abhéngig von der Triangulation. Als robuste Technik prisentiert sich abermals die
Anordnung mittels globalem FVS.
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Stromungsfeld CIRCLE / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 4 | 33 (0.75) | 32 (0.75) | 11 (0.42) | 10 (0.36) | 15 (0.54) | 13 (0.47)
Stufe 5 | 61 (0.86) | 79 (0.89) | 26 (0.70) | 21 (0.64) | 37 (0.77) | 49 (0.83)
Stufe 6 | 83 (0.89) | 182 (0.95) | 46 (0.82) | 41 (0.80) | 51 (0.83) | 46 (0.82)

Stromungsfeld 4CIRCLES / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCG-S GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 4 | 33 (0.75) | 33 (0.75) | 11 (0.39) | 10 (0.36) | 14 (0.51) | 13 (0.45)
Stufe 5 | 62 (0.86) | 76 (0.88) | 17 (0.51) | 14 (0.49) | 21 (0.64) | 19 (0.61)
Stufe 6 | 103 (0.91) | 177 (0.95) | 35 (0.74) | 26 (0.70) | 34 (0.76) | 24 (0.72)

Bei den Tests mit variierender Konvektionsstirke ergibt sich ein interessantes Resultat: Nach
anfinglicher Beschleunigung der Konvergenz bei zunehmender Konvektion, verschlechtert
sich diese bei sehr starker Konvektionsdominanz zunehmend. In Abbildung 6.5 ist dieses
Verhalten auch bei dem Riickwirts-Gauf3-Seidel-Verfahren sichtbar. Ebenfalls erkennbar ist
die Abhéngigkeit der Konvergenzraten von der Schrittweite. Verwendet wurde bei diesen
Versuchen die Anordnung mittels globalem FVS.

Abschlielend erfolgen die Versuche mit dem Konvektionsfeld DIAGCIRCLE. Zunéchst der
Vergleich der verschiedenen Anordnungstechniken.

Stromungsfeld DIAGCIRCLE / SGS

Anordnung NO RCM hFVS CYC (FS) | aFVS (FS)
CUBEL | BiCG-S | 223 (0.96) | 115 (0.92) | 105 (0.92) | 127 (0.92) | 125 (0.92)
GMRES | 400 (0.98) | 204 (0.96) | 171 (0.95) | 223 (0.96) | 222 (0.96)

CUBE2 | BiCG-S | 154 (0.94) | 61 (0.86) | 61 (0.86) | 85 (089) | 85 (0.89)
GMRES | 253 (0.96) | 73 (0.88) | 73 (0.88) | 106 (0.92) | 106 (0.92)

Obwohl auch DIAGCIRCLE eine im wesentlichen zweidimensionalen Grundstruktur besitzt,
kénnen die Anordungen mittels Fluloberflichen das Losungsverfahren nicht so stark be-
schleunigen, wie in den vorherigen Beispielen. Der Grund hierfiir liegt in der Abhéngigkeit
der Konstruktion der FluBoberflichen vom zugrundeliegenden Gitter, die bei CIRCLE und
4CIRCLES zu einer giinstigeren Zerlegung fiihrten.

Bei dem folgenden Test bzgl. der Abhéngigkeit der Losungsiterationen von der Dominanz
der Konvektion wurde wieder die Anordnung mittels globalem FVS genutzt.

Stromungsfeld DIAGCIRCLE / BGS

3 110—1 110—5 110—9
BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES | BiCG-S | GMRES
Stufe 4 | 28 (0.72) | 31 (0.74) | 31 (0.72) | 27 (0.71) | 31 (0.72) | 27 (0.71)
Stufe 5 | 51 (0.83) | 76 (0.88) | 61 (0.86) | 93 (0.91) | 61 (0.86) | 92 (0.90)
Stufe 6 | 85 (0.89) | 181 (0.95) | 99 (0.91) | 174 (0.95) | 99 (0.91) | 170 (0.95)
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6.3. Aufwand der Verfahren

Im Gegensatz zu den bisherigen Resultaten erkennt man bei diesem Beispiel kaum eine Ver-
besserung des Konvergenzverhaltens mit abnehmendem e. In einigen Féllen verschlechtert
sich dieses sogar. Auch beim Riickwéirts-Gauf-Seidel-Verfahren in Abbildung 6.5 ergibt sich

nur eine minimale Beschleunigung.

XLINE 104 CIRCLE 104 DIAGCIRCLE

7

Abbildung 6.5: Konvergenzentwicklung bei Riickwirts-Gau3-Seidel fiir ¢ — 0

6.3. Aufwand der Verfahren

Fiir einen abschlieBenden Vergleich der verschiedenen Anordnungstechniken sind die jewei-
ligen Kosten zu beachten. Hierbei ergeben sich teils gravierende Unterschiede zwischen den
Verfahren.

Zunichst werden die unterschiedlichen Iterationsverfahren verglichen. Die Zahlen sind
dabei jeweils in Relation zu einem Riickwérts-Gauf-Seidel-Schritt angegeben. Diese Einheit
wird auch bei den folgenden Tabellen beibehalten. Als zusétzlichen Vergleichswert seien die
Kosten fiir die Mehrgitteriteration benannt, wie sie z.B. in [Bor99] zu finden sind. Dabei
betragen die Kosten eines V-Zyklus-Schrittes mit einer Vor- und einer Nachglidttung (jeweils
Symmetrisch-Gauf3-Seidel) etwa 6 Riickwirts-Gau3-Seidel-Schritte.

Aufwand der Iterationsverfahren
BGS | SGS | BiCG-Stab | GMRES
1 1.5 1.5 2

Innerhalb der BiCG-Stab-Iteration wurden die beiden Einzelschritte extra gezéhlt (siehe
Algorithmus 5.1). Beim GMRES-Verfahren wird jeder Schritt beim Aufbau des Orthogo-
nalsystems im Krylov-Raum als Einzelschritt gewertet (siehe Algorithmus 5.2). Dabei ist
allerdings zu beachten, dafl der Aufwand vom Restartparameter abhingt. Der angegebene
Zahlenwert bezieht sich auf 10 Orthogonalisierungsschritte.
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6. Numerische Ergebnisse

Sowohl beim BiCG-Stab-, als auch beim GMRES-Verfahren ist weiterhin zu beriicksich-
tigen, dafl der Aufwand fiir einen Prikonditionierungsschritt in den entsprechenden Kosten
bereits enthalten ist.

Vergleicht man die Anordnungstechniken im zweidimensionalen Problem, so stellt man
den relativ hohen Aufwand fiir die planare Reduktion des Matrixgraphen (siehe Abschnitt
4.3.2.4) im Vergleich zu den anderen Verfahren fest.

Aufwand im R?
RCM | CYC | hFVS | aFVS | planare Red.
11 13 28 30 63

Im R? sind erkennt man eine Verbesserung des Aufwandes fiir den heuristischen FVS-
Algorithmus, wobei hierbei das globale FVS aus Abschnitt 4.3.2.2 gemeint ist. Eine Er-
kldrung hierfiir findet sich im heuristischen Charakter des Verfahrens. Dies duflert sich dar-
in, daf} der Algorithmus bei den Testbeispielen im dreidimensionalen Fall relativ zur Anzahl
der Knoten im Graph ein deutlich gréfieres FVS berechnet als bei den Beispielen im R?.

Weiterhin erkennt man die enormen Kosten fiir den Aufbau der Flufoberflichen. Hierzu
ist zu sagen, dafl der implementierte Algorithmus einen Grofiteil der Zeit fiir Winkelberech-
nungen zwischen Kanten und Dreiecksflichen im Tetraedergitter verwendet.

Aufwand im R?
RCM | hFVS | CYC (FS) | aFVS (FS) | Aufbau der FS
12 14 111 122 96

Es sei an dieser Stelle allerdings darauf hingewiesen, dafl eine spezielle, auf einen be-
stimmten Anordnungsalgorithmus hin optimierte Implementierung zu (deutlichen) Verbes-
serungen in den Laufzeiten fithren kann. Bei der Programmierung in Zusammenhang mit
dieser Arbeit wurde mehr Wert auf eine homogene Datenstruktur als auf eine spezielle
Optimierung der Algorithmen gelegt.
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